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Situationen mit Unsicherheit sind dadurch gekennzeichnet, dass man nicht weill, welche von mehreren
Moglichkeiten eintreten wird. Solche Situationen sind etwa Gliicksspiele oder der Abschluss einer Versiche-
rung. Wenn man ein MaB fiir die Unsicherheit einfiihrt und fiir das Problem einen Wert, das ist eine Wahr-
scheinlichkeit, fiir das Auftreten bestimmter Moglichkeiten angeben kann, wird es moglich, Entscheidungen
zu begriinden und die Konsequenzen zu beurteilen.

B: Lotto
Entwicklung des Kurses einer Aktie
Abschluss einer Versicherung (Leben, Sache, andere Risiken)

Soll man einen Wettschein ausfiillen? Welche Zahlen soll man ankreuzen? Ist der Preis, den die
staatliche Lottogesellschaft dafiir verlangt, fair?

Wie entwickeln sich die Kurse von Aktien allgemein? Welche Aktien entwickeln sich besser? Welcher
Preis ist beim Kauf zu erlegen? Welche Risiken geht man mit dem Kauf ein?

Soll man eine Kaskoversicherung fiir das neue, teure Auto abschlieBen, oder soll man darauf verzich-
ten? Welchen Preis verlangen verschiedene Versicherungsgesellschaften dafiir? Welche ist die giins-
tigste? Was ist damit versichert? Lohnt es sich, die Versicherung abzuschlieBen? Unter welchen Be-
dingungen lohnt es sich?

Allen Situationen ist die Ungewissheit beziiglich dessen, was tatsdchlich eintritt, gemeinsam. Ein erster
Schritt in Richtung dieser Modelle besteht darin, wenigstens alle Mdglichkeiten aufzulisten, die eintreten
konnen. In einem zweiten Schritt werden diese Moglichkeiten dann mit Gewichten, den so genannten Wahr-
scheinlichkeiten bewertet.

Die Stochastik liefert Begriffe und Modelle, um vorausschauend eine — transparente — Basis fiir Entscheidun-
gen zu liefern. Fiir die Entwicklung der Theorie greifen wir wechselweise auf relevante Anwendungen und
den Bereich der Gliicksspiele zu, aus dem viele Begriffe historisch stammen. Ohne diesen Bezug auf Gliicks-
spiele sind die Begriffe oft nur schwer zu verstehen. Gleichzeitig liefern Gliicksspiele einfache, iiberschauba-
re Situationen und konkrete Versionen fiir diese Begriffe.

In Anlehnung an Mosler/Schmid: Wahrscheinlichkeitsrechnung und schlieBende Statistik
Diese Kurzfassung ersetzt nicht das Studium des Lehrbuches.

Druckfehler bitte riickmelden. Einige Links funktionieren schon. 1
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& Zufallsvorgange und Ergebnismengen
&5 Ereignisse und ihre Verkniipfung

Situationen, in denen nicht bekannt ist, was tatséchlich zutrifft, kdnnen haufig doch mathematisch modelliert
werden, damit man — in einem gewissen Sinne — rationale Entscheidungen trifft. Solche Situationen sind etwa
Gliicksspiele oder die klassische Versicherung (Leben, Auto etc.). Welcher Art solche Situationen sein
miissen, wird hier geklért. Daran kniipft eine erste mathematische Beschreibung an.

Def.: Zufallsvorgang ist ein Vorgang, bei dem
. alle Ergebnisse, die als moglich betrachtet werden, bekannt sind;
° das tatsdchliche Ergebnis im Voraus nicht ,,ermittelbar* ist.
Zufallsexperiment: geplanter Zufallsvorgang; unter ,,gleichen Bedingungen wiederholbar®.

Bem.: Fiir eine mathematische Modellierung von Zufallsvorgingen ist mindestens erforderlich, dass man
prinzipiell tiber alle moglichen Ergebnisse Bescheid weil. Beim Miinzwerfen etwa wird nur Kopf oder Zahl
anerkannt, andere Ergebnisse — die Miinze bleibt z. B. an der AuBlenkante stehen — gelten damit vorweg nicht
als Miinzwurf. Wichtig ist auch, dass das Ergebnis mit anderen Methoden nicht ,,ermittelbar®, also unbekannt
ist. Wir sprechen von einem Experiment in Anlehnung an die Physik, wenn wir den Zufallsvorgang planen,
sodass er unter gleichen Bedingungen wiederholbar wird. Allerdings, im Gegensatz zur Physik, wo durch
genaues Herstellen der Rahmenbedingungen eines Experiments das Ergebnis durch die Theorie vorhersagbar
wird, soll in der Stochastik das Ergebnis unkontrolliert und unkontrollierbar variieren.

B:  Miinzwurf im Sinne der Physik: Wir konstruieren einen Miinzwurfapparat, der die Wurfverhéltnisse so
genau reproduziert, dass die Miinze z. B. immer auf Kopf fallt.

Miinzwurf im Sinne der Stochastik: Wir werfen die Miinze — ohne Manipulationsgedanken — moglichst
hoch, ohne Ansehen der Seite, die obenauf liegt etc., sodass sich die Ergebnisse variieren. Genauer
wird die Miinze ideal gedacht als ein Experiment, das mit gleichen Chancen Kopf oder Zahl ergibt.

Die gleichen Bedingungen fithren im physikalischen Experiment immer zum selben Ergebnis, im
stochastischen Experiment immer zur selben Chance fiir Kopf; hier zur ,,Wahrscheinlichkeit* V5.

Def.: Q = Ergebnismenge = Menge aller moglichen Ergebnisse eines Zufallsvorgangs
we) Ergebnis des Zufallsvorgangs; |Q)| = Anzahl der Elemente

Bem.: Alle Ergebnisse, ob Zahlen oder nicht, werden zu einer Menge ) zusammengefasst. Diese Ergebnis-
menge kann endlich oder unendlich sein.

B1: Ziehen eines Loses aus einer Trommel mit Losen, nummeriert von 1, 2, bis N: Q= {1, 2,... N }

B2: Wirfeln: Q={1,2,...6}

B4: 3x Miinze werfen: KZK = (K, Z,K) als Tripel notiert — Q = {(K,K,K),(K,K,Z),...,(Z,Z,Z) }; | Q|=2°

B6: Mensch-drgere-dich-nicht: Ein Wiirfel wird solange geworfen, bis zum ersten Mal ,,6“ erscheint:
Q={(x,..,x;_1,0) | x; €{1,2,..,5}, i=1,2,....k—1; keN} U {(x],x,,...)| x; €{1,2,..,5}}
Die ersten Tupel beschreiben den ersten Sechser nach £ Wiirfen; in der zweiten Menge sind alle Folgen
enthalten, welche tiberhaupt keinen Sechser aufweisen;| Q| = .

B7: Nettoertrag einer Investition in €: Q=R oder ein geeignetes Intervall.
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& Zufallsvorgange und Ergebnismengen
& Ereignisse und ihre Verkniipfung

In Wetten kann man auf verschiedenste Ereignisse gleichzeitig setzen. Genauso kann man sich bei Zufalls-
vorgédngen fiir bestimmte ,,Kombinationen* von Ereignissen interessieren. Ziel wird sein, Wahrscheinlichkei-
ten fiir ,,einfache” Ereignisse zu modellieren und dann — durch Rechnung — auf komplexere Ereignisse zu
iibertragen. Den logischen Verkniipfungen von Aussagen entsprechen in der Beschreibung durch Mengen
Mengenoperationen.

Def: Ereignisse A, B: Zusammenfassung von Ergebnissen, das sind Teilmengen von Q.
Spezielle Ereignisse: {®} Elementarereignis

& unmdégliches Ereignis — Q sicheres Ereignis

Bem.: Sprechweise ,,Ereignis tritt ein®: meA; ,,bleibt aus*: ¢ A . Elementarereignis ist einfach ein einzelnes
Ergebnis des Zufallsvorgangs. Das unmdgliche Ereignis kann nicht eintreten, das sichere tritt immer ein. Bei
beiden Ereignissen ist somit nichts mehr zufallig, es hat sich aber mathematisch bewéhrt, die beiden Extrem-
félle auch als Ereignis zu betrachten.

Bem.: Man kann mit jedem Ereignis auch eine ,,Wette verkniipfen. Die Bank bietet eine Wette auf ein
Ereignis 4 an; ein Spieler, der die Wette annimmt, der also auf 4 setzt, gewinnt einen vereinbarten Betrag,
falls 4 eintritt, und er verliert einen (anderen) Betrag, falls 4 ausbleibt. Klar beeinflussen die Chancen, dass 4
eintritt, ob ein Spieler die Wette annimmt oder nicht. Ganz dhnlich ist die Situation bei einem Versicherungs-
vertrag.

B9: Lostrommel mit Losen 1, 2, ..., N fiir alle Studierenden.
A: gezogenes Los ,,gehort™ einer weiblichen Studierenden
B: ... hat ein Auto etc.

Bem.: Wie man Mengen durch Aussagen beschreibt, kann man auch Ereignisse durch ,,Aussagen* festhalten.

Bem.: Zufallsziehung aus einer endlichen Gesamtheit: Ordentlich mischen und ohne Manipulation ziehen.

B2 f: Wiirfeln mit Q = {1, 2,...,6 } . Elementarereignisse: {1}, {2}, ..., {6}. Weitere Ereignisse etwa:
A= {2, 4,6 } »gerade Zahl“; B = {1, 3,5 } ,ungerade Zahl*

Durch Mengenverkniipfungen werden neue Ereignisse definiert.

Darstellung in Venn-Diagramm Verkniipfung Sprache Tritt ein, wenn
Durchschnitt: AN B Aund B beide eintreten
Vereinigung: AU B A oder B wenigstens eines eintritt
Differenz: A—B A und nicht B A eintritt und

gleichzeitig B ausbleibt

Komplement: Q— A4 = A Nicht A A ausbleibt

Fig. 1




Def: Mit n Ereignissen: 4,, 4,, ..., 4, :

(4, alle Ereignisse treten ein

i=1

n
U4, wenigstens eines der Ereignisse tritt ein (das Komplement von : ,,alle bleiben aus*)
i=1

Def: A4, 4,,..., A, isteine vollstindige Zerlegung von Q, falls gilt:
A; #J (nicht-trivial)
A4;NA; =D fur i # j (paarweise disjunkt)
LnJAi =Q (erschopfend)

i=1

Bem.: Fiir Ereignisse gelten die Mengengesetze: Kommutativitdt, Assoziativitét, Distributivitit, de Morgan

etc. De Morgan etwa: AU B = ANB.

Def: Potenzmenge (besteht aus allen Teilmengen einer Menge): ¢(Q) = {A4| 4 ist Teilmenge von Q}

Bem.: Die Potenzmenge einer endlichen Menge mit n Elementen hat 2" Elemente. Bei endlichen Ergebnis-
mengen kann man prinzipiell immer alle Teilmengen als Ereignisse zulassen; die Potenzmenge ist der ,,natiir-
liche* Definitionsbereich von Wahrscheinlichkeit. Gilt jedoch |€Q |= oo (genauer: ist Q iiberabzédhlbar), dann
muss man die zuldssigen Teilmengen, die als Ereignisse in Betracht kommen, einschridnken, dazu dient der
Begriff Ereignisalgebra.

Def.: Ereignisalgebra ist eine echte Teilmenge A der Potenzmenge (), wenn zusitzlich gilt:
(A1) Qe A

(A2) Ae A= Ade A

(A3) 4,Be A= AUBe A

Bem.: Man darf mit Ereignissen ,,rechnen®, ohne die Eigenschaft, ein Ereignis zu haben, zu verlieren. Alle
iiblichen Rechenoperationen fithren dann nicht aus der Ereignisalgebra A hinaus.

B:  Roulette mit Q= {O, L2,.., 36}. Die kleinste Ereignisalgebra, die einen Spieler, der nur auf Rouge

oder Noir setzt, interessiert, lautet: A= {3, Q, R, N,Z,R, N, Z }

Satz (Abgeschlossenheit gegeniiber anderen Mengenoperationen):

A, Be A= ANBe A A, s A e A= 4 e A

i=1

Bem.: Eine Ereignisalgebra ist nicht nur gegeniiber der Vereinigung, sondern auch gegeniiber dem Durch-
schnitt abgeschlossen. In den Axiomen wird nur ersteres angefiihrt, weil sich die zweite Beziehung ableiten
lasst. Mathematiker streben moglichst redundanzfreie Axiomensysteme an; diese sind fiir Praktiker schwerer
lesbar, weil sie sich um weitere Gesetze, die auch gelten, ,,selbst kiimmern* miissen. Es ist unmoglich. die
zweite Beziehung auf die Vereinigung abzdhlbar vieler Mengen auszuweiten und aus den Axiomen herzulei-
ten, daher fordert man in der Mathematik ein erweitertes Axiom anstelle von A3, ndmlich:

(A3%) A, Aync A= Ud e A
i-1
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& Definition von Wahrscheinlichkeit
Laplace-Experimente

& Kombinatorik

Ziel ist es, Ereignissen eine Zahl aus [0, 1], zuzuordnen. Diese so genannte Wahrscheinlichkeit entspricht

einem Mal fiir das Eintreten dieses Ereignisses. Damit wir fiir verschiedene Ereignisse einen Vergleichsmal3-
stab haben, normieren wir die Werte mit 1; 0,5 bedeutet etwa gleiche Chancen fiir Eintreten und Ausbleiben
des Ereignisses und stellt in einer Wette Symmetrie zwischen Bank und Spieler her. Zahlen fiir diese Wahr-
scheinlichkeiten bekommt man einerseits durch Information iiber das Ereignis aus der Vergangenheit, den so
genannten relativen Héufigkeiten des Eintretens bei einer schon durchgefiihrten Serie von Zufallsexperimen-
ten. Oder man bezieht sich auf Zufallsexperimente besonderer Art, bei welchen die einzelnen Versuchsaus-
ginge alle dieselbe Chance haben. Solche Laplace-Experimente zeichnen sich durch eine physikalische
Symmetrie des Zufallsmechanismus aus. Miinzen, Wiirfel, Lotto u. 4. fallen darunter. Ein Unterschied besteht
zwischen den beiden Moglichkeiten, Werte fiir die Wahrscheinlichkeit zu bekommen.

i) Eine Versicherung schitzt aus der Haufigkeit von Schadenszahlungen aus Kasko-Vertrdgen aus den letzten
Jahren deren Wahrscheinlichkeit und bestimmt auf dieser Basis die Hohe der Pramie. Je nachdem, welchen
Zeitraum man beriicksichtigt, erhélt man andere Schétzungen. Andere Versicherungen haben andere Informa-
tion. Die Frage erhebt sich, wie genau man die Wahrscheinlichkeit dann eigentlich kennt. Weiters wire zu
klaren, ob die Information auch auf die Zukunft zutrifft, oder ob sich an den Chancen etwas geéndert hat. Oft
rechnet man aber mit Schitzwerten so, als ob man die Wahrscheinlichkeit genau kennt.

i1) In vielen Gliicksspielen liegt es nahe, sie als Laplace-Experimente aufzufassen. So ,,hat* ein Wiirfel die
Wabhrscheinlichkeit 1 von 6 = 1/6 fiir den Sechser, eine Miinze ,,hat“ Wahrscheinlichkeit 1 von 2 = ! fiir
Kopf. Allerdings muss man diese Symmetrie erst rechtfertigen und in der Praxis iiberpriifen. Denn erst sie
fiihrt auf gleiche Chancen. Natiirlich kann man relative Haufigkeiten einer Serie von Zufallsexperimenten mit
den Laplace-Wahrscheinlichkeiten vergleichen, um zu priifen, ob die gleichen Chancen erfiillt sind.

In Laplace-Experimenten muss man nur richtig zéhlen konnen: wie viele Ergebnisse gibt es, und wie viele
Ergebnisse fiihren zum Ereignis. In komplexeren Situationen benotigt man dazu die Kombinatorik, das sind
spezielle Techniken des Zéhlens.

Bevor wir konkrete Zahlen fiir Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen bestimmen, sollen Regeln angegeben
werden, welchen diese Zuordnung geniligen muss. Mathematisch gesehen wird dabei die Struktur von Wahr-
scheinlichkeit festgelegt. Das hilft einerseits, die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung festzulegen
und auf diesen Axiomen eine Theorie aufzubauen, welche wesentliche Fragen behandeln lésst. So etwa auch,
wie empirische relative Héufigkeiten modelliert werden. Anderseits wird man personliche Wahrscheinlich-
keitsbewertungen immer mit diesen Regeln vergleichen miissen. Es zeigt sich, dass Menschen in ihren Be-
wertungen der Wahrscheinlichkeit im Vergleich zu diesen Regeln inkonsistent sind. Etwa werden den einzel-
nen Versuchsergebnissen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet, die in der Summe mehr als 1 ergeben.
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& Definition von Wahrscheinlichkeit
& Laplace-Experimente
& Kombinatorik

Wahrscheinlichkeiten, die aus relativen Haufigkeiten geschitzt werden, haben strukturell dhnliche Eigen-
schaften wie Laplace-Wahrscheinlichkeiten, siecht man einmal davon ab, dass relative Haufigkeiten bei
Wiederholung der Serie der Zufallsexperimente fluktuieren. Strukturelle Eigenschaften fassen Mathematiker
in Axiomen zusammen. Die iiblichen Axiome gehen auf Kolmogoroff 1933 zuriick und kénnen als grundle-
gende Spielregeln im Umgang mit Wahrscheinlichkeiten aufgefasst werden. Mit diesen Axiomen und dem
Begriff der Unabhdngigkeit (siehe 1.3) wird eine reichhaltige Theorie der Wahrscheinlichkeit ableitbar, was
ihre spezielle Wahl entsprechend rechtfertigt.

Def. (Axiome fiir Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff):
Q Ergebnismenge, A die zugehorige Ereignisalgebra eines Zufallsvorgangs; dann ist die Zuordnung

P: A - R mit 4 P(4)

eine Wahrscheinlichkeit, wenn die Funktion folgende Bedingungen erfiillt:

K1l P(4) =20 Nichtnegativitdt

K2 PQ) =1 Normierung

K3 P(4UB) = P(4)+P(B), falls 4 B=D Additivitit

Bem.: Aus den Axiomen kann man keine Zahlen fiir die in einem Anwendungsfall gesuchten Wahrschein-
lichkeiten herleiten. Dazu bedarf es von Fall zu Fall zusétzlicher Festlegungen bei der Modellbildung. Wir
werden spiter (Kapitel 2 und 3) Modelle vorstellen, die den Axiomen geniigen; mit diesen Modellen kann
man die meisten Anwendungen ausreichend gut erfassen. Die Axiome liefern aber grundsétzliche Muster und
Deutungen von Wahrscheinlichkeit, welche eine Hilfe beim Verstindnis von Begriffen und Ergebnissen der
spateren mathematischen Sétze bieten:

Die statische Variante von Wahrscheinlichkeit ist direkt in den Axiomen enthalten, Wahrscheinlichkeit kann
wie eine normierte Flache (allgemein: ein normiertes Mal3) gedeutet werden. Fliche als Zuordnung auf einer
Grundmenge ordnet Teilmengen eine Fliche zu. Die Zuordnung ist additiv, das heilit, die Gesamtfliche
zweier Mengen ist die Summe der beiden einzelnen Flachen, sofern die beiden Mengen disjunkt sind. Die
dynamische Seite von Wahrscheinlichkeit, wie sich das Eintreten eines Ereignisses von Versuch zu Versuch
andert, wird liber den Begriff der Unabhéngigkeit erfasst werden.

Bem.: Auch hier muss man mathematisch noch eine Erweiterung verlangen, die so genannte o-Additivitdt:

K3* P(LO_OJAi) = iP(Ai) ,falls 4, N A;= O furalle i # j (,,paarweise disjunkt®).

i=1 i=1

Bem.: Wir brauchen 3 Komponenten, um einen Zufallsvorgang zu modellieren: Ergebnismenge, Ereignisal-
gebra, und eine Wahrscheinlichkeit, die K1 bis K3 geniigt. Fiir die Deutung von Wahrscheinlichkeit als
Fliche ist die Additivitit tiber (paarweise) disjunkte Mengen trivial. Man skizziert den Sachverhalt am
einfachsten durch Venn-Diagramme und verwendet diese als Beweisstiitze fiir weitere Sétze.




Satz (Eigenschaften von P):

P(Z) = 1-P(4) Komplementarregel
P({}) = 0

P(4) £ P(B),wenn Ac B Monotonie

0 < P4 <1

Bew.: nur fiir die erste Beziehung: A4 UA=0Q bildet eine Zerlegung, daher hat man:
{ P(4U A) P(A4)+P(4) K3
P(®Y) =1 K1

Bem.: Personen verletzen diese Monotonie bei der subjektiven Bewertung von Wahrscheinlichkeiten.

B: Conjunction fallacy nach Tversky und Kahneman (1983)

Bill is 34 years old. He is intelligent, but unimaginative, compulsive and generally lifeless. In school,
he was strong in mathematics but weak in social studies and humanities.

Which statement is more probable?

(a) Bill is an accountant who plays jazz for a hobby. — Ereignis AN B

(b) Bill plays jazz for a hobby. — Ereignis B .
87% in der Untersuchung schétzen die Wahrscheinlichkeit der Konjunktion von den beiden Aussagen
in (a) als hoher ein als die Wahrscheinlichkeit des einzelnen Ereignisses in (b). In der Literatur ist dies
unter der ,,conjunction fallacy* bekannt geworden.
Klarerweise ist aber 4N B — B und damit gilt — mit dem obigen Satz— P(4 " B)<P(B).

Bem.: Die Komplementirregel wird spéter mit Vorteil ausgeniitzt werden, wenn Wahrscheinlichkeiten von
Ereignissen zu berechnen sind, wo das Komplement ganz einfach und iiberschaubar ist.

B.:  Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, bei drei Wiirfen einer Miinze wenigstens einmal Kopf — Ereignis

A — zu erhalten. Das komplementére Ereignis A4 lautet: ,,niemals Kopf*“ = {(Z,Z,Z)} . Bestimmt man

dessen Wahrscheinlichkeit mit (1) =+, so gilt: P(4) = 1-P(4) = 1-+ = .
2 8 8 8

Satz (weitere Regeln fiir P):

P(A-B) = P(A4)—-P(4nB) Differenz
P(4,u4d,..04,) = P(4)+P(4,)+..P(4,), Erweiterte Additivitdt
falls 4, N A, = furalle i # j
P(4UB) = P(A4)+P(B)-P(4ANn B) Allgemeine Vereinigung
P(4)+P(B)+P(C)
P(AUBUC)={ —P(4nB)-P(ANC)-P(BAC)
P(ANBNC)

Bem.: Man kann Bilder mit Venn-Diagrammen statt eines Beweises verwenden. Fiir die allgemeine Vereini-
gung von 3 Mengen beachte man die Struktur der entstehenden Formel: Addiere die Wahrscheinlichkeiten
der Mengen, subtrahiere davon die Wahrscheinlichkeiten der Schnitte von 2 Mengen, addiere die Wahr-
scheinlichkeiten der Schnitte von 3 Mengen. Es liegt nahe, wie eine Formel fiir n Ereignisse aussehen wird.
Bewiesen wird diese dann mit vollstandiger Induktion.
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& Definition von Wahrscheinlichkeit
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& Kombinatorik

Mit der Zusatzvereinbarung, dass alle Elementarereignisse die gleichen Chancen haben, erfiillt man nicht nur
die grundlegenden Spielregeln einer Wahrscheinlichkeit, wie sie in den Axiomen festgelegt sind. Man erhélt
gleichzeitig Zahlen fiir die Wahrscheinlichkeiten. Das ist von besonderem Vorteil, aber: man muss auch
Bedingungen einhalten, damit die gleichen Chancen erfiillt sind. Experimente mit dieser Eigenschaft nennt
man Laplace-Experimente. Aus den gleichen Chancen der Elementarereignisse ergeben sich durch die Addi-
tivitdt die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen als Anteil von fiir das Ereignis 4 giinstigen zu moglichen
Ergebnissen. Umgekehrt definiert man:

Def.: Zufallsexperiment hei3t Laplace-Experiment, wenn
e |Q|=n (endlich)

o P4y = 2 st
| Q| mogliche

Bem.: Elementarereignisse haben in Laplace-Experimenten alle dieselbe Wahrscheinlichkeit:
Ho}] 1
Pl ) = =—.
n n
Fiir die Anwendung des Laplaceschen Modells der Gleichverteilung wird i. A. ein Symmetrieargument
iiber das Zufallsexperiment vorgebracht.

Bem.: Es gibt zwei Moglichkeiten zu priifen, ob ein Zufallsexperiment als Laplace-Experiment gelten kann:
e Man priift die Symmetrie des Experiments, man sucht, diese Symmetrie strikt einzuhalten.
eMan iiberpriift — laufend — die relativen Héufigkeiten der Elementarereignisse, ob diese in etwa gleich
sind. Wie man genau vorgeht, wird spater noch Thema sein (Kapitel 5 und 6).

B: Beim Miinzwurf oder beim Wiirfeln wird argumentiert, dass das Zufallsgerét physikalisch symmet-
risch ist und daher — Manipulation ausgeschlossen — alle Elementarergebnisse dieselbe Wahrschein-
lichkeit haben sollten.

Beim Ziehen von nicht unterscheidbaren Kugeln aus einer Urne mit N Kugeln (nummeriert oder
eingefdarbt) wird sorgféltig durchgemischt. Danach greift man in die Urne, ohne hineinzusehen, und
greift eine (oder mehrere) heraus. Hier sollten alle moglichen Bevorzugungen irgendwelcher Kugeln
ausgeschaltet werden, sodass man auf diese Weise zu gleichen Chancen, Wahrscheinlichkeiten fiir die
Elementarereignisse kommen sollte.

Satz: Die oben festgelegte Wahrscheinlichkeit nach Laplace erfiillt die Kolmogoroff-Axiome einer
Wahrscheinlichkeit.

Bew.: nur fiir die Additivitat. Fiir Anzahlen gilt die Additivitat:
|EOF |=|E|+]|F]|,falls ENnF=J
Daher hat man:
[EUF| _ |E|_|F]

P(EUF) = . = - = P(E)+P(F)

1

B2 f: Wiirfeln ist ,,fair, symmetrisch, daher ein Laplace-Experiment: P({i}) =% ; P("ungerade") = % =




B3 f: Roulette als symmetrisches Zufallsexperiment liefert P(Rouge) = % =0,4865.

Bem.: In ,einstufigen” Zufallsexperimenten ist sowohl das Abzidhlen der moglichen als auch der fiir ein
Ereignis giinstigen Fille meist einfach. Schon beim dreifachen Wurf eines Wiirfels ist schon nicht so klar,
was zu tun ist. Es entsteht auch schnell ein ,,Streit”, was als Moglichkeit zu gelten hat. So wie das bei den 3
Wiirfeln des Fiirsten der Toscana (siehe unten) belegt ist. Ist die Reihenfolge, in der man die Ergebnisse
notiert, wesentlich oder nicht? Fiir welche der Moglichkeiten, die Ergebnisse zu notieren, gilt ein Symmetrie-
argument und damit die Laplace-Wahrscheinlichkeit wirklich? Zur Illustration sei zuerst ein einfaches Bei-
spiel angegeben, dann die 3 Wiirfel:

B:

Beim 2fachen Miinzwurf kann man die Anzahl der Kopfe als wesentliches Merkmal betrachten. Fiir
welche Auflistung der Moglichkeiten ist ein Symmetrieargument zutreffend?

1) Ohne Beachtung der Reihenfolge: QO ={ZZ,KZ,7ZZ} . E =, ein Kopf in zwei Wiirfen* entspricht das
Elementarereignis {KZ} . Als Laplace-Experiment gilt P(E) =§

i) Mit Beachtung der Reihenfolge: Q, ={(Z,Z2),(Z,K),(K,Z),(Z,Z)} . Nun gilt: E={(Z,K),(K,Z)}
und P(E)= i , falls wiederum alle Ergebnisse dieselbe Chance haben sollen.

Fiihrt man nun den zweifachen Miinzwurf mehrfach durch und zahlt die relativen Héaufigkeiten von £

aus, so liegt diese in der Ndhe von i, was fiir die Beriicksichtigung der Reihenfolge spricht.

Die drei Wiirfel des Fiirsten der Toscana: Soll man bei Werfen von 3 Wiirfeln auf die Augensumme 11
oder 12 setzen? Die Moglichkeiten 641 und 551 ergeben beide die Summe 11. Hat 641 gleiches Ge-
wicht wie 551? Oder muss man die Wiirfel in der Notation unterscheiden, damit die Mdglichkeiten
gleiches Gewicht und somit gleiche Wahrscheinlichkeiten erhalten. Demnach hétte man
(6,4,1), (6,1,4), (4,6,1), (4,1,6), (1,6,4), (1,4,6) bzw. (5,5,1), (5,1,5), (1,5,5),

womit der ersten Mdoglichkeit doppelt so viel Gewicht zukommt wie der zweiten. Fiir welche Art von
Ergebnissen — mit oder ohne Unterscheidung der Wiirfel — gilt dann ein Symmetrieargument und damit
die Regel giinstige / mogliche?

Lisst man die Reihenfolge weg, so ergeben sich fiir die Summe 11 und 12 gleich viele Elementarer-
eignisse und somit hat man P (11) =P (12). Beriicksichtigt man die Reihenfolge, so ergeben sich fiir 12

Hnur 25, fiir 11 aber 27 giinstige Félle. Da es im zweiten Fall 216 = 6° mogliche Félle gibt, hat man

25 27 . . . . . o
P(12)=—=0,1157 < P(11)=—=0,125. Eine ,,Simulation* des Zufallsexperiments spricht fiir die
216 216
Beriicksichtigung der Reihenfolge.
Vielheit Vielheit
Summe 11 i) ohne i) mit Summe 12 i) ohne i) mit
Reihenfolge Reihenfolge Reihenfolge Reihenfolge
641 1 6 651 1 6
632 1 6 642 1 6
551 1 3 633 1 3
542 1 6 552 1 3
533 1 3 543 1 6
443 1 3 444 1 1
gesamt 6 27 6 25
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Wahrscheinlichkeiten @

Definition von Wahrscheinlichkeit
Laplace-Experimente
Kombinatorik

Bei Laplace-Experimenten hat jedes Elementarereignis dieselbe Wahrscheinlichkeit. Zur Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses braucht man nur die giinstigen Ergebnisse (die zum Ereignis fiihren)
abzihlen. Die Wahrscheinlichkeit ist dann der Quotient giinstige / mogliche. Speziell im Rahmen von

Gliic

ksspielen, aber nicht nur dort, werden die Mengen sehr uniibersichtlich. Es bedarf dazu intelligenter

Strategien des Abzédhlens (=Kombinatorik), die den Mengen eine Struktur aufpridgen. Es gibt zwei Grund-
probleme: Anordnungen und Auswahlen.

Def.: Anordnung von Objekten mit Nummern von 1 bis n = Permutation

Bem.: Die Objekte sind durch die Nummern unterscheidbar.

Satz: Es gibt n!=n-(n—1)-...-2-1 mdgliche Anordnungen von » unterscheidbaren Elementen

Bem.: Der Beweis kann mit Induktion gefiihrt werden, es gilt ndmlich die Rekursion:

nl=n-(n-1)!

Bem.:3 Objekte in einer speziellen Anordnung, das 4. kann dann an 4 Stellen eingefiligt werden (vor dem

ersten, .., nach dem letzten). Die Zahl der Méglichkeiten wird daher beim Ubergang von 3 auf 4 Objek-
te mit dem Faktor 4 vervielfacht.

Def: Hat man n Objekte, n,vom Typ 1, n,vom Typ 2, ... n,vom Typ J (Objekte vom selben Typ sind
untereinander nicht unterscheidbar), dann benennt man eine Anordnung dieser Objekte als Permutati-
on mit identischen Elementen.

B: Wie viele Anordnungen (=Worte) gibt es mit den Symbolen 0 und 1, wenn man vom Typ 0 drei

Elemente hat, vom Typ 1 zwei, und alle fiinf Symbole benutzt werden sollen?

Aus dem Wort 0 0 0 1 1, in dem die Nullen vorne stehen, werden durch kiinstliche Unterscheidung

der Nullen 6 neue Worte. Setzt man das Verfahren dann mit den Einsen fort, so erhdlt man 6-2=12
Worte (=Permutationen), wobei alle Symbole verschieden sind.

0, 0, 05 I 1
0, 0; 0, 11
0, 0, 0; 11
<= 00011
0, 0 0, 11
0; 0, 0, 11
0; 0, 0, 11

Genauso verfahrt man mit allen anderen Worten, in denen die Nullen an anderen Plétzen untergebracht
sind. Je 12 Worten mit Unterscheidung von Nullen und Einsen untereinander entspricht ein neues Wort
ohne Unterscheidung (der Nullen wie der Einsen untereinander). Wenn man jedoch alle Nullen und al-
le Einsen kiinstlich unterscheidet, hat man 5!=120 Worte (Permutationen). Ohne Unterscheidung

verbleiben % =10 Worte.
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Satz: Es gibt — ' solche Permutationen mit identischen Elementen.
nl-nyl-..-n,;!

Bem.: Man nennt den Quotienten des Ergebnisses Multinomialkoeffizient.

Bew.: Nur Skizze des Gedankens. Seien n, vom Typ 1 und alle anderen n—n, verschieden und sei vorerst
n, =3. Versieht man die Elemente vom Typ 1 mit einem Zusatzlabel, damit sie unterscheidbar ge-
macht werden: a,, a,, a,, so hat man die Situation mit unterscheidbaren Objekten hergestellt und es
gibt n! Permutationen. Wir illustrieren den Sachverhalt, dass je n,!=3!=6 solche Anordnungen sich

nur durch die Stellung der a; unterscheide — wir notieren nur jene Fille, bei denen die a,; vorne stehen.

a a, da;

N}

S5}

N}

w

KN
N L e )
S S S S IS =
QR Q { & 9
QX Q& & & &
SR Q { & « 9
N N L )
S S S S I S

!
Diese sind nach Weglassen der Zusatzlabels jedoch gleich. Also gibt es i‘ Anordnungen. Jetzt fiihrt man
n,!
Elemente vom Typ 2 usw. ein und erhélt sukzessive die Losung. Exakt wendet man zum Beweis mehrfache
vollstdndige Induktion an.

Bem.: Die Anordnung erfolgt nach dem Prinzip der lexikographischen Ordnung; das ist ein systematisches
Vorgehen, welches den Uberblick sichert, ob man alle Mdglichkeiten erfasst hat und ob keine Doppelzihlun-
gen vorliegen.

n ! .
Def.: Binomialkoeffizient [ J= ‘n ' entspricht der Anzahl der Anordnungen, wenn es 2 Typen von
n ) n!-n,!

Elementen gibt mit je n, bzw. n, Elementen gibt (n, =n—n,).

Bem.: Teilt man bei Auswahl einer Teilmenge aus einer Menge mit #» Elementen die Elemente in 2 Typen:
Jene, die in die Teilmenge aufgenommenen wurden, und jene, die nicht aufgenommen wurden, so gibt der
Binomialkoeffizient die Anzahl der Teilmengen mit #, Elementen an, wenn die Grundmenge n Elemente

enthalt.

B:  Fiir die Menge Q= {x;,x,,x3,X4,Xs} kann man die Teilmenge E ={x,,x;,x5} durch das Quintupel
qr =10,1,1,0,1} charakterisieren.
Allen drei-elementigen Teilmengen von € entspricht nun ein (jeweils anderes) Quintupel mit drei
1’en und zwei 0’en, wobei die 1 anzeigt, dass das jeweilige Element zur Teilmenge gehort, die 0, dass

es nicht dazu gehort.
Statt alle 3-Teilmengen einer 5-Menge zu zdhlen kann man auch Anordnungen von #n; =3 Elementen

vom Typ 1 und n, =2 Elementen vom Typ 0 zihlen.

Davon gibt es:

n 5 5!
[:J {3} 312!
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Bem.: In der Kombinatorik hilft hdufig der Trick, ein Problem mit Auswahlen so umzuformulieren, dass ein
neues Problem mit Anordnungen entsteht, welches dann leichter 16sbar ist.

Satz (Binomische Formel):

(a+b)" = i (nJakb"_k
k=0 \k

Bem.: Der Beweis wird mit vollstdndiger Induktion gefiihrt, wir lassen ihn weg. Intuitiv ergibt sich beim
Ausmultiplizieren der n Klammern

(a+b)-(a+b)-..-(a+b) immer eine gemischte Potenz von ak b,

wobei die Hochzahlen davon abhéngen, wie oft man aus einer Klammer beim Ausmultiplizieren a bzw. b
wihlt. Da man aus jeder Klammer auszuwéhlen hat, gilt k+/=n,oder [=n—k.

Jetzt braucht man nur zdhlen, wie oft der Term a® " * auftritt.

Mit anderen Worten, wie oft kann man aus n» Klammern k-mal das a auswéhlen — oder: wie viele k-
Teilmengen aus einer n-Menge gibt es?

Die Antwort lautet: (Zj . Das erklért auch schon die Struktur der Formel.

Satz (Multinomische Formel):

(a,+a,+..+a,) = > (

}’l1+...+}’lJ =n

n

n n n
Jal log,"2-..-a,"7
a a,.. a,

Bem.: Beim Ausmultiplizieren der n-ten Potenz des Multinoms (g, + a, +... + a ;) entstehen wieder gemisch-

te Potenzen der Ordnung n. Jetzt hat man »n; Elemente vom Typ q; .

B:  Die Konstellationen fiir die », und die zugehorigen Summanden bei Ausrechnung von (a +b+c)’:

n, ny, ny "Multi" Potenz Summand

3 0 O ﬁ a’b°c° a>
2 1 0 %:0' a’b'c’ 3a’h
2 0 1 3a’c
1 2 0 3ab?
1 0 2 3ac?
0 3 0 b
0 2 1 3b%e
0 1 2 3bc?
0 0 3 ¢

12



Def.: Bei der Auswahl von & Kugeln aus insgesamt »n unterscheidbaren Kugeln (nummeriert) muss man
hinsichtlich des Ergebnisses unterscheiden, ob die Reihenfolge der Ziehung relevant ist und ob gezo-
gene Kugeln zuriickgelegt werden oder nicht; je nach Beantwortung dieser Fragen handelt es sich um

Variationen bzw. Kombinationen.

Reihenfolge? ja nein
Zurlcklegen? ja nein ja nein
Variationen Kombinationen

Abb. 1: Entscheidungsbaum bei Auswahlproblemen

Satz:Es gibt n-n-..-n = n* Variationen mit Zuriicklegen.

Bew. Skizze: Die Zahl der Mdglichkeiten wird auf jeder ,,Stufe” (mit jeder weiteren Auswahl) mit dem
Faktor n vermehrt.

B 14: Man bildet aus den Symbolen 0 und 1 durch Anecinanderreihen ,,Worte* der Lange 10; man kann
219 =1024 verschiedene Worte bilden.

Satz: Esgibt n-(n—-1)-...-(n—-k+1) = ( n‘k)' Variationen ohne Zuriicklegen.
n—k)!

Bew. Skizze: Die Zahl der Moglichkeiten wird auf jeder weiteren ,,Stufe (mit jeder weiteren Auswahl) mit
einem Faktor vermehrt, der um 1 kleiner ist als zuvor; der letzte dieser Faktoren ist (n—k +1), denn es sind

schon k£ —1 Elemente ,,verboten*, also nur mehr n — (k —1) noch moglich.

1
B 15: Mit den Ziffern 1 bis 9 kann man 9-8-7-6 =% Zahlen bilden, bei denen alle Ziffern verschieden

sind.

!
Satz: Es gibt . _|" Kombinationen ohne Zuriicklegen.
K (n—k)! \k

Bew.: Skizze: Die Mdglichkeiten entsprechen den Moglichkeiten, eine k-elementige Teilmenge aus einer #-
Menge auszuwihlen. Aus den Variationen ohne Wiederholung erhélt man — nach Wegfall der Reihenfolge —

n!

aus je k! k-Tupeln dieselbe Menge von ausgewihlten Elementen, also / k' Kombinationen ohne

(n=k)!

Zuriicklegen.
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Satz: Es gibt ( J Kombinationen mit Zuriicklegen.

Bew. Skizze: Zieht man k Elemente aus den n vorhandenen ohne Reihenfolge, aber mit Zuriicklegen, so ist
das Ergebnis eindeutig durch folgende Liste festgelegt:

Objekt Nr. #1 #2 #n Summe

Wie oft gezogen m, m, m m+..+m, =k

Diese Belegung kann man durch * fiir jede Kugel und durch | fiir die ,,Behélter” symbolisieren; wir unterstel-
len n = 4 Elemente und &k = 6 Zichungen:

Objekt Nr. #1 #2 #3 #4 Summe
Wie oft gezogen 2 1 0 3 6
*% * *k%

Diese Anordnung aus den Elementen * und | fasst das Ergebnis zusammen. Allgemein hat man dafiir k£
Symbole vom Typ * und n+1 Symbole vom Typ |, von denen aber die beiden Réander nicht beweglich sind,
weil ansonsten * auflerhalb von Behéltern gelangen konnen. Wir haben es daher mit einer Permutation mit
identischen Elementen zu tun; es gibt davon:

(n-1+k)! _ (n+k-1
(n=-D!' k' k

B 17: 10 Kandidaten stehen zur Wahl; man kann 3 Stimmen auf Kandidaten hiufen (alle drei auf einen

10+3-1
Kandidaten oder etwa je eine auf drei verschiedene vergeben). Es gibt dann ( : jz 220 Mog-

lichkeiten zu wéhlen.

| [¥]
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1 Zufallsvorgiange und Wahrscheinlichkeiten

M Inhaltsverzeichnis

1.1 Zufallsvorgange

1.2 Wahrscheinlichkeiten

1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit

1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit
& Bedingte Wahrscheinlichkeit
9 Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten
& Totale Wahrscheinlichkeit und Formel von Bayes
& Unabhéangigkeit von Ereignissen

Alle Wahrscheinlichkeit ist bedingte Wahrscheinlichkeit, ndmlich bedingt auf vorhandene Information.

B: Beim Wiirfel etwa stiitzen wir uns auf die Information, dass er homogen ist und eine Symmetrie-Annahme
daher sinnvoll sein mag.

Wenn wir Karten spielen, so konnen wir fragen, ob noch ein As im Talon liegen wird. Unsere Antwort wird
auch davon abhingen, ob wir selbst schon 2 Asse auf der Hand haben oder etwa keines.

Eine Versicherung verlangt bei Abschluss einer Lebensversicherung auf 10 Jahre von einem Sechzigjahrigen
wesentlich mehr als von einem Dreifligjahrigen. Klarerweise hat ein DreiBligjéhriger eine viel hohere Wahr-
scheinlichkeit, dass er den Zeitraum von 10 Jahren iiberlebt, als ein doppelt so alter Mensch.

Ein wichtiger Bereich ist mit der Beurteilung von unsicheren Ereignissen aufgrund von Indizien umschrieben.

B — Medizinischer Diagnosekontext: Eine Person hat — im Bevdlkerungsschnitt — eine Krankheit wie Tbe
mit einer Wahrscheinlichkeit von, sagen wir, 1% (=0,01). Kommt diese Person zum Arzt, so wird dieser,
bedingt durch Vorliegen einschldgiger Symptome, die Tbc-Wahrscheinlichkeit auf 7% aktualisieren, d. h.
eine gednderte, eine bedingte Wahrscheinlichkeit flir das Vorliegen von Tbc ,,errechnen® (wir werden lernen,
wie man diese neue Wahrscheinlichkeit bestimmt). Diese Wahrscheinlichkeit ,,veranlasst* weitere Untersu-
chungen (Blut, Urin, Rontgen der Lunge etc.). Nach einem positiven Rontgenbefund wird die bedingte
Wahrscheinlichkeit auf 60% steigen, bei einem negativen Befund zuriick auf 3% sinken. Wenn nach weiteren
Untersuchungen die bedingte Wahrscheinlichkeit grof3 genug ist, wird der Arzt die Behandlung veranlassen.

Immer geht es um neue Wahrscheinlichkeiten fiir ein Ereignis A, wenn ein anderes Ereignis B (als bekannt)
unterstellt wird. Ein Sonderfall besteht darin, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit von 4 unter B gleich der
Wahrscheinlichkeit von 4 vorweg ist, dass also die Wahrscheinlichkeit von 4 unter B gar nicht von B ab-
héngt. Wir sprechen dann von Unabhéngigkeit.

B — Unabhéngigkeit von Versuchen: Beim Miinzwerfen sollte im zweiten Wurf die Wahrscheinlichkeit fiir
Kopf nicht davon abhéngen, ob Kopf oder Zahl beim ersten Mal war. Unser Zufallsexperiment soll ja unter
denselben Bedingungen wiederholbar sein. Gerade diese Unabhingigkeit ist Kern von Fehlvorstellungen. So
behaupten notorische Roulette-Spieler, dass nach (etwa) 13mal ,,rot* jetzt ,,schwarz* kommt und setzen hohe
Betrige darauf. Sie ,,verletzen“ damit die Unabhéngigkeit und sind von ihrer Interpretation nicht abzubringen.

Fiir die mathematische Theorie ist diese Unabhéngigkeit wichtige Voraussetzung und Bestandteil von wie-
derholbaren Experimenten. Sie ist also nicht beweisbar; empirische Untersuchungen zu Zufallsexperimenten
(durch Analyse von tatsidchlichen Ausspielungen im Casino) stiitzen aber diese Unabhéngigkeit.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit @

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten
Totale Wahrscheinlichkeit und Formel von Bayes
Unabhangigkeit von Ereignissen

QeEE

In vielen Situationen ist die neue, die bedingte Wahrscheinlichkeit, auch als zahlenméBige Festlegung, klar.
Zieht man aus einer Urne mit zwei weillen und zwei schwarzen Kugeln beim ersten Zug einen weille
(=Ereignis W, — ,,weil} beim ersten Zug*), so sind beim zweiten Zug nur mehr 3 Kugeln in der Urne (wenn
man nicht zuriicklegt), davon ist eine weil}. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von ,,weill beim zweiten Zug*,
W,, wenn W, zutrifft, ist 1/3. Die Wahrscheinlichkeit #;, bedingt durch W,, also dadurch, dass beim zweiten
Zug eine weile gezogen wird, macht nur einen Sinn, wenn wir die erste gezogene Kugel nicht gesehen haben.
Um diese zu bestimmen, miissen wir den Begriff ,,bedingte Wahrscheinlichkeit” erst definieren und dann —
hoffentlich — unter Beachtung von Rechenregeln bestimmen.

Mathematisch gesehen ist das beste Argument, dass eine Zuordnung eine Wahrscheinlichkeit ist, die Erfiil-
lung der Axiome von Kolmogoroff. Intuitiv aber ist wichtig, dass man versteht, wie eine Zuordnung entsteht;
damit sei hier strukturell gemeint, nicht, wie eine Zahl als bedingte Wahrscheinlichkeit zugeordnet wird. Die
folgende Definition ist mit der Deutung von Wahrscheinlichkeit als Fldche einfach zu verstehen.

Def.: Bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B:

P(A|B) = %,falls P(B) > 0

Bem.: Wenn das Zufallsexperi-
ment ein Ergebnis aus der Menge

B ergibt, so bleibt ,,nur” mehr die
Menge AN B ibrig; allerdings ist

ausgeschlossen, dass ein Ergebnis A

auBerhalb von B liegt; die beding- . + +

te Flache von A unter B ist der o

Anteil von 4, der in B liegt. Fiir K G

B=Q ergibt sich die Fliche von  apy 2a: schematische Dar- Abb. 2b: A = krank; B = Testergebnis positiv
A, weil die Flache von Q mit 1 stellung der Fldche von A in +. Anteilige Fliche von A in B = Wahr-
normiert ist. der Menge B scheinlichkeit von krank, wenn Test +

B:  Bei der Diagnose einer Krankheit K verwendet man einen Blutbefund. Positiv (+) zeigt die Krankheit
an, Negativ (-) deutet darauf, dass die Krankheit nicht vorliegt. Allerdings sind die Urteile nicht sicher.
Einen Uberblick gibt folgende Tabelle (etwa aus vergangenen Daten):

K G Gesamt
T 9 99 108
- 1 891 892
gesamt 10 990 1000
Gibt man ein Los fiir jede Person in eine Urne und wéhlt aus dieser zufallig aus, so gilt:
P) = 18 pkA+) = 2 und PK|+) = — = 21000 PKn+)
1000 1000 108  108/1000 P(+)
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Satz (Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten): Mit P(B) > 0 (B fix) gilt: die Zuordnung
Pp: A > R mit A P(4|B)
ist eine Wahrscheinlichkeit, denn die Funktion erfiillt folgende Bedingungen:

K1 P(4|B) 20

K2 PQ|B) =1

K3 P(4,vA4,|B) =P(4,|B)+P(4,|B),falls 4, n"4,=2

Bew. nur fiir K3:

P((4,U4,)NB) _ P((4NB)U (4,NB))
P(B) B P(B)

dennesist (4 NB)N (4, "B) = & und K3 gilt ja fiir P.

P(4, U4, |B) = = .= P(4,| B)+ P(4, | B).

Bem.: Jede Funktion, welche die Axiome K1-K3 erfiillt, wird Wahrscheinlichkeit genannt.

Bem.: Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind mit vielen Fehlvorstellungen verbunden. Es sind Wahrscheinlich-
keiten fiir Ereignisse, die fiir den Fall gelten sollen, dass die Bedingung zutrifft. Im Beispiel mit der medizini-
schen Diagnose kann man einige Schwierigkeiten besser ansprechen: Wiahrend die Wahrscheinlichkeit, dass
jemand positiven Befund hat, falls die ,,Krankheit™ vorliegt, kausal interpretiert werden kann, ist die Wahr-
scheinlichkeit, die Krankheit zu haben, falls ein positiver Befund vorliegt, nur ,,indikativ®, jedenfalls kann
man nicht behaupten, dass das Vorliegen irgendeines Befundes eine Krankheit ,,verursacht®. Es zeigt sich nun
in der Praxis, dass Menschen ,,kausal interpretierbaren‘ bedingten Wahrscheinlichkeiten viel mehr Beachtung
schenken, wihrend ,,indikative* bedingte Wahrscheinlichkeiten iibersehen und durch andere, ,,kausal inter-
pretierbare® ersetzt werden. Das erklart das gar nicht so selten auftretende folgende Argumentationsmuster:

Da P(+|K)=0,9, giltauch P(K|+)=0,9.

B.: Die Falk-Urne: In einer Urne sind 2 weile und 2 schwarze Kugeln. Man zieht zweimal, ohne die
gezogene Kugel zuriickzulegen. Die erste wird verborgen, die zweite ist weill. Wie groB3 ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die erste auch weil} ist?

Mit den Bezeichnungen der einleitenden Frage sucht man P (W, |W,).

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit hat man:

P(W1|W2>=”IV,VI(—;V“2)W2)=é/

wie wir noch genauer rechnen werden.

1_1
2737

Bem.: Wir werden die Wahrscheinlichkeiten in Zdhler und Nenner noch berechnen lernen. Das Ergebnis
klingt fiir viele Personen paradox, weil das Auftreten des zeitlich spateren W, die Wahrscheinlichkeit fiir )

L
2

weil} lauten sollte. Auch hier zeigt sich, dass bedinge Wahrscheinlichkeiten intuitiv ein schwieriges Konzept
ausmachen. Ist die Bedingung B ohne kausalen Einfluss fiir ein Ereignis 4, so muss das keineswegs gelten:
P(A4|B)=P(A).Man kann dennoch aus dem Vorliegen von B etwas fiir A lernen, wodurch man die bedingte

von = auf % senkt. Viele ,,glauben®, dass die erste Kugel ,,unabhingig® von der Farbe der zweiten mit % auf

Wahrscheinlichkeit neu berechnen muss. Fiir die Falk-Urne heif3t das, eine weille Kugel beim zweiten Zug ist
ein Indiz dafiir, dass die 2. Kugel aus einer Urne mit ,,mehr weilen” gezogen wurde, sodass beim 1. Zug eher

schwarz gezogen wurde. Das spiegelt die bedingte Wahrscheinlichkeit: W; sinkt von % auf %!
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéangigkeit Ugl

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten
Totale Wahrscheinlichkeit und Formel von Bayes
Unabhangigkeit von Ereignissen

=
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Es ist ganz wesentlich, die folgenden Rechenregeln zu beachten, will man rational mit vorhandenen Wahr-
scheinlichkeiten umgehen. Die Erfahrung lehrt, dass intuitive Bewertungen von Wahrscheinlichkeiten diese
Regeln missachten und zu anderen Wahrscheinlichkeiten fithren. Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind beson-
ders davon betroffen, weil sie so stark von unseren Vorstellungen, die auch kausal geprégt sind, abweichen.

Satz: P(4|Q) = P(A)
P(4|B) = 1,wenn Bc 4

Multiplikationsregel:
P(AnB) = P(4|B)-P(B),wenn P(B) > 0
P(AnB) = P(B|A)-P(4),wenn P(4) > 0

Bew.: Umstellen der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit liefert die Multiplikationsregel.

B: Falk-Urne (Fortsetzung): Die Technik der Baumdiagramme erlaubt eine graphische Darstellung von
kombinierten Zufallsversuchen, aus der Berechnungen leicht ablesbar werden. Es ist ein Baum (von
oben nach unten oder von links nach rechts). Zuerst verzweigt man nach den moglichen Ergebnissen
des 1. Versuchs. An jedem Knoten, der dadurch entsteht, verzweigt man nach den Mdoglichkeiten des
2. Versuchs. Jeder Pfad entspricht einem Ergebnis des kombinierten Versuchs.

2 2
4 4
1. Ziehung W, S
I 2 2 I
3 3 3 3
2. Ziehung W, S, w, S,
Pfad VV] A W2 Wi A Sz Sl VAN Wz Sl /\S2
Wahrscheinlichkeit 21 1 22 2 22 2 21 1
43 6 43 6 43 6 43 6
Formel P(W,)-P(W, | W) P(S))-P(S,18))

Die einzelnen Kanten werden mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten der Verzweigung beschriftet.
Die Wahrscheinlichkeiten liangs eines Pfades von oben nach unten ergeben sich nach der Multiplikati-
onsregel als Produkt der bedingten Wahrscheinlichkeiten der Verzweigung. Man beachte: Es ist nicht
egal, ob beim ersten Mal eine weille oder eine schwarze Kugel gezogen wurde — die bedingten Wahr-

scheinlichkeiten fiir eine weille Kugel beim 2. Zug sind ébzw. %
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Multiplikationsregel fiir 3 Ereignisse:
P(ANBNC) = P(4|BNnC)-P(B|C)-P(C),wenn P(BNC) > 0

Bew.: P(AN(BNC)) = P(4|BNC)-P(BAC) usf.

B 22: Bei 3 Versuchen fiir eine Priifung bezeichne 4, ,besteht beim i-ten Versuch®.
Aus Daten wurde ,,geschitzt: P(4)=0,6, P(A4,|4,)=0,5, P( 43| 4 NAy)=04.
Die Wahrscheinlichkeit, die Priifung zu bestehen ist
P(4ud,ud)=1- P(m) =ll= P(Zl N A_z N A_3) Komplementérregel & de Morgan
= 1-P(4, | 4, " 4,)-P(A4, | 4,)-P(4,) = 0,6-0,5-0,4 = 088  Multiplikationsregel

Die Berechnungen kann man sich wieder am Baumdiagramm veranschaulichen:

0,6 0,4
1. Versuch
4 4
P (AZ ‘ A_l) = 0’5 A
2. Versuch A, A_2
P(dy | Ay A Ay)= l 0.4
3. Versuch A3

Bem.: Bedingte Wahrscheinlichkeiten werden mit Vorteil fiir die Modellierung von Zufallsexperimenten mit
mehreren Stufen verwendet. Im Beispiel mit der Priifung aus Beispiel 22 bestehen die Stufen aus den einzel-
nen Versuchen, bei der Priifung anzutreten, um sie zu bestehen. Kennt man die entsprechenden bedingten
Wahrscheinlichkeiten, so erhilt man — durch Rechnung — die Wahrscheinlichkeit beim Gesamtexperiment.

B 22f: Besteht ein Versuch aus 3 Stufen, so beschreibt man das Ergebnis durch ein Tripel (x, x,, x3) mit

x; € Q;, der Ergebnismenge der i-ten Stufe.

Der gemeinsame Ergebnisraum ist das kartesische Produkt der Ergebnisrdume der einzelnen Stufen:
Q=0 xQ,xQ5:

Manche Teilmengen betreffen nur den 1. Versuch. Beim dreifachen Miinzwurf entspricht der Aussage
,Kopf beim ersten Versuch* entspricht die Menge 4, ={(1,0,0), (1,0,1),(1,1,0), (1,1,1)} , wenn man
Kopf mit 1 und das Gegenteil mit O codiert.

Manchmal, wie bei der Priifung mit 3 Versuchen, ist der Ergebnisraum nur eine Teilmenge des kartesi-
schen Produkts Q =, xQ, xQ; (weil die Priifung nach einem Erfolg beendet ist.)

Bem.: Manchmal rechnet man mit Vorteil mit den entsprechenden Aussagen statt mit den Mengen. Beim 1.
und 2. Mal nicht zu bestehen wird durch Z/\A_z beschrieben. Dieser Konjunktion entspricht die Menge

Zl mA_z . Man verwendet dieselben Buchstaben fiir die Aussage und die entsprechende Menge. Normalerwei-
se entstehen dadurch keine Probleme. Man wechselt in jene Darstellung, in der die Berechnung leichter wird.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit @

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten
Totale Wahrscheinlichkeit und Formel von Bayes
Unabhangigkeit von Ereignissen

=
w

Qe

Die Totale Wahrscheinlichkeit ist am besten mit einer Fallunterscheidung zu vergleichen. Kennt man in den 2
(allgemein n) moglichen Féllen 4; jeweils die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B | 4;) eines Ereignisses B, so

kann man die Wahrscheinlichkeit P(B) berechnen, sofern man nur auch die Wahrscheinlichkeiten P(4;) der
Fille kennt. Die Bayes-Formel verwendet dieses Resultat und ermdglicht, aus P(B|4;)die umgekehrte
bedingte Wahrscheinlichkeit P(4; | B) zu berechnen. Die Bayes-Formel ist zentral fiir die Neubewertung von

Wabhrscheinlichkeiten aufgrund von Indizien, wie dies im medizinischen Diagnose-Kontext der Fall ist.

Satz (Totale Wahrscheinlichkeit):

A, 4,,..., 4, isteine vollstindige Zerlegung von QQ; B € A. Dann gilt:

n

P(B) = éP(BIAi)-P(A,-)

Bew. nur fiir n = 2 (der allgemeine Beweis erfolgt mit Induktion): Nach K2 hat man
P(B) = P(BNnA4)+ P(BN4,)

Das Ergebnis erhidlt man, wenn die Schnitte durch die Multiplikationsregel ersetzt:
P(BN4;) = P(Ai)'P(B| 4;)

BnAy

B BNA,
Abb. 3: Zerlegung einer Menge B in zwei Teilstlicke

B Falk-Urne (Fortsetzung): Beim ersten Zug kann W) oder S; eintreten. Die beiden Fille sind einander
ausschlieend und erschopfend, d. h., sie bilden eine Fallunterscheidung. Fiir die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten beim 2. Zug hat man:

PW, | W) =§ (eine weiBe von drei verbleibenden) bzw. P(W, | S;) =§ (beide weillen sind noch da).
Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit hat man dann:

P(#y) = POV, | 1R)- POF,) + BO¥ | S))- P(S) = —+ ==
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Im Baumdiagramm entspricht der Regel der totalen Wahrscheinlichkeit das Aufsuchen aller Pfade, die
zum genannten Ereignis — hier W, — fithren und dem Summieren der Wahrscheinlichkeiten dieser Pfa-

de. Man lasst die anderen Pfade, die nicht zum Ereignis fithren, meist ganz weg (hier strichliert)

1. Ziehung /4 S

2. Ziehung w, S, W, S,

Satz (Formel von Bayes):
A, 4,,..., A, ist eine vollstdndige Zerlegung von Q; B € A. Dann gilt:

P(B|4)-P(4)

n

P(4|B) =

ZIP(B|AJ.)-P(AJ.)
=

P(4;, N B)
P(B)
Jetzt ersetzt man den Zahler nach der Multiplikationsregel, den Nenner nach der totalen Wahrscheinlichkeit.

Bew.: P(4,|B) =

B Falk-Urne: SchlieSt man vom Ergebnis des zweiten Versuchs auf den ersten, und hat der zweite Versuch
eine weille Kugel ergeben W, (entspricht B in der Bayes-Formel), so sucht man P(W, |W,) .

Die Fille fiir den ersten Versuch sind W; oder S (entsprechen den 4; in der Formel).
Im Nenner der Bayes-Formel hat man (nach der Totalen Wahrscheinlichkeit alle Pfade, die nach W,

kommen):

Im Zahler hat man (Pfade tiber den Knoten W] , die zu einem Knoten mit W, fiihren):

1

11
POV, W) -POW) =—-—
32
.. . .. . 1/76 1
Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit: P(W; |W,) = T = e

B 24: Labortest fiir die Krankheit K; man hat folgende Wahrscheinlichkeiten:
P(K) = 7; P(+|K) = 0,99; P(+| E) = 0,02 ,.false positives®.
Eine Person wird zufallig ausgewihlt. Bestimmen Sie: a) P(+) ; b) P(Diagnose korrekt) ; c) P(K |+).
a)  Nach der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
P(+)=P(+|K)-P(K)+ P(+|K)-P(K) = 0,997 +0,02(1— 7) = 0,97 - 7 + 0,02
b) korrekt= (+NK)U(—NK); P((+NK)U(-NK))= 7-0,99+(1—7)-0,98=0,01-7+0,98
P(Kn+)  7-098
P(+)  0,97-7+0,02

¢) nacha): P(K|+)=

Bem.: Die Wahrscheinlichkeiten ohne Bedingung heilen auch a priori, mit Bedingung a posteriori (relativ
zur Kenntnis des Befundes); die Neubewertung von Wahrscheinlichkeiten erfolgt aufgrund von ,,/ndizien*.
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1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit @

5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

& Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten
& Totale Wahrscheinlichkeit und Formel von Bayes
& Unabhéangigkeit von Ereignissen

Mit Hilfe der Axiome — anders gesprochen — den ,,Spielregeln fiir Wahrscheinlichkeiten kann man viele
solche Sétze (mathematisch) herleiten. Es entsteht eine interessante Theorie, die wichtige Eigenschaften von
Wabhrscheinlichkeiten erschlieft; diese Eigenschaften kann und muss man dann auch wieder ,,intuitiv* inter-
pretieren — damit man sie besser und direkter versteht und damit man sie sich sicher merkt und im Anwen-
dungsfall beachtet.

Die Unabhingigkeit entspricht dem Fall, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit zu keinem neuen Ergebnis
fiihrt. Die Bewertung von Ereignis A4 ist von Eintreten oder Ausbleiben von Ereignis B unabhingig. Dieser
Sonderfall beschreibt am besten die Situation in einem grundlegenden Experiment in der Wahrscheinlich-
keitstheorie: Wenn ein und dasselbe Experiment unabhdngig voneinander wiederholt wird. Deswegen wird er
in der weiteren Entwicklung der Theorie noch eine wichtige Rolle spielen.

Def.: Ereignisse 4 und B heiflen
1) unabhdngig: P(ANB) = P(A)-P(B)
i) abhdngig: nicht unabhéngig.

Bem.: Die Unabhingigkeit ist eine symmetrische Relation zwischen Ereignissen. Sind zwei Ereignisse
unabhingig, dann ist (falls P(A4), P(B) > 0) wechselweise keine Neubewertung nétig:

Aus P(A|B)=P(A) folgt P(B|A)= P(B) und umgekehrt.
Bem.: 4, B unabhéngig, so sind auch A,E unabhingig usf.

B 25: 2x Werfen einer Miinze als Laplace-Experiment
Q = {(Z,2),..(W.W)}

Z,=Zahl beim 1. Wurf = {(Z,2), (Z,W)}
W, = Wappen beim 2. Wurf, W), = Wappen bei beiden Wiirfen.

Dann sind Z; und #, unabhéngig;
jedoch sind W, und W, abhédngig, wie man leicht nachrechnet.

Bem.: Unterscheidet man die Ergebnisse beim zweimaligen Miinzwurf nach der Reihenfolge und modelliert
man diesen Ergebnisraum als Laplace-Experiment, so erhilt man eine interessante Eigenschaft: Alle Ereig-
nisse, die den 1. Wurf betreffen wie Z; sind von allen Ergebnissen, die nur den 2. Wurf betreffen wie Z, oder
W, unabhéngig. Das gilt auch umgekehrt: was den 2. Wurf betrifft, ist von Ereignissen, die den 1. Wurf
betreffen, unabhéngig!

Sind die einzelnen Stufen eines Zufallsexperiment ein Laplace-Experiment und ist das aus mehreren Stufen
zusammengesetzte Experiment ein Laplace-Experiment, so sind die Stufen voneinander unabhéingig.
Umgekehrt: Sie die einzelnen Stufen Laplace-Experimente und voneinander unabhingig, so wird das zusam-
mengesetzte Zufallsexperiment ein symmetrisches Experiment mit gleichen Chancen fiir alle Elementarereig-
nisse, sofern man die Ergebnisse als Tupel beschreibt, d. h., die Reihenfolge beriicksichtigt.
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B: Experiment 1: Drei Laplace-Wiirfel, die durch ihre Farbe unterscheidbar sind, werden auf einmal gewor-
fen.

Experiment 2: Ein Laplace-Wiirfel wird drei Mal hintereinander geworfen. Und zwar so, dass jeder Wurf eine
Wiederholung desselben Experiments darstellt.

Experiment 3: Drei nicht unterscheidbare, gleichartige, symmetrische Wiirfel werden auf einmal geworfen.

Bei allen drei Experimenten handelt es sich um dasselbe Experiment mit denselben Wahrscheinlichkeiten.
Bei Experiment 3 kann man nicht alle Ereignisse beobachten, wie es in 1 und 2 mdglich ist. Sofern man ein
Ereignis in Experiment 3 beobachten kann, hat es dieselbe Wahrscheinlichkeit wie in den zwei anderen
Experimenten.

Bem.: Experiment 1 und 2 heiflen ,,dquivalente* Experimente.

Def.: n Ereignisse 4,, 4,,..., A4, heilen
paarweise unabhdngig, wenn: P(4, N A;) = P(4,)-P(4,) furi# j;
vollstindig unabhdngig, wenn: P(4, N..N A4, ) = P(4,)-...-P(4, ) fir alle Auswahlen von Ereig-

nissen.

Bem.: Fiir n = 3 bedeutet paarweise unabhéngig, dass gilt:
P(4,n4,) = P(4))-P(4,), P(4 NA4y) = P(4)) P(4;), P(4,"4;) = P(4,)-P(4;)
Fiir die vollstdndige Unabhéngigkeit muss auch noch gelten:
P(4, N4, N 4y) = P(4)-P(4,) P(4;)

B 26: 2x Wiirfeln als Laplace-Experiment, also 5- - Wahrscheinlichkeit fiir jedes Paar.

A = 1. Wurf ungerade; 4, = 2. Wurf ungerade; 4; = Augensumme ungerade.
Dann sind A4 A, A; paarweise unabhingig, aber nicht vollstindig unabhingig.

Def.: Bernoulli-Experiment: Ein Zufallsvorgang, der nur auf ,Erfolg’ bzw. ,Misserfolg’ ausgehen kann.
Bernoulli-Versuchsreihe: n unabhiangige Wiederholungen davon, d. h.:
Mit 4; ,i-ter Versuch hat Erfolg’ muss gelten:
A4, 4,,..., 4, sind (vollstandig) unabhingig und
P(4,)=p firallei.

Bem: Jedes Gliicksspiel ist eine Bernoulli-Versuchsreihe. Ferner jeder wiederholbare Vorgang, sofern man
die beiden Forderungen gut ,.einldsen” kann,, d. h. dieselbe ,,Treffer*“wahrscheinlichkeit bei allen Versuchen,
unabhéngig davon, ob man in anderen Versuchen einen Treffer hatte oder nicht.

| [7]
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2 Zufallsvariable und ihre Verteilungen

MANFRED BOROVCNIK

Diese Kurzfassung ersetzt nicht das Studium des Lehrbuches. Druckfehler bitte rickmelden. Einige
Links funktionieren schon.

I@1nhaltsverzeichnis

2.1 Grundbegriffe

2.2 Verteilungsparameter

2.3 Spezielle diskrete Verteilungen
2.4 Spezielle stetige Verteilungen
2.5 Mathematische Erganzungen

2.1 Grundbegriffe

& zufallsvariable

5 Verteilungsfunktionen

& Quantilfunktionen

& Dpiskrete Zufallsvariable

3 stetige Zufallsvariable

& Affin-lineare Transformation von Zufallsvariablen

Den Ergebnissen eines Zufallsvorgangs werden Werte zugeordnet. Es interessieren die Wahrscheinlichkeiten,
mit denen diese Werte angenommen werden. Hier werden die wichtigsten Grundbegriffe erldutert.

Exzerpt aus Mosler/Schmid: Wahrscheinlichkeitsrechnung und schlieRende Statistik



2.1 Grundbegriffe @

Zufallsvariable

Verteilungsfunktionen

Quantilfunktionen

Diskrete Zufallsvariable

Stetige Zufallsvariable

Affin-lineare Transformation von Zufallsvariablen

QHEHEEE

Die Zuordnung von Werten (= reelle Zahlen) zu Ergebnissen eines Zufallsvorgangs erlaubt es, die vorhande-
nen Wahrscheinlichkeiten auf dem Ergebnisraum auf die reellen Zahlen zu tibertragen.

Def.: (Q, A, P) Modell fiir einen Zufallsvorgang. Zufallsvariable ist eine Abbildung:
X: Q>R mit @ X(w)

x = X(w)

Abb. 1: Zufallsvariable als Funktion

Bem.: Zufallsvariable ist eine Funktion; X(w)=x heilit Wert oder Realisierung der Zufallsvariablen; X
bezeichnet die Funktion, x ihre Werte (Schreibung ist case sensitive)

Bem.: Mathematisch sind nicht alle Funktionen auf der Ereignisalgebra gleich auch Zufallsvariable. Es reicht
jedoch zu fordern, dass die Urbilder Ereignisse sind

() {o|X@<xp = X)) e A

d. h. ein Ereignis aus A ist (x € R beliebig). Solange man auf alle Teilmengen von Q als Ereignisse zugreifen
kann, ist (*) tiberhaupt keine Einschrankung.

Bl: 3x Minzwerfen mit Q = {(K,K.K), (K,K,2), ..., (Z,Z,Z)}.
X(w) ist dabei Anzahl der Kdpfe in w;
z.B. gilt: X((K,K,Z)) = X((K,Z,K)) = X((Z,K,K)) = 2

B2: Roulette mit Q= {0, L2,..,36 } . Der Nettogewinn eines Spielers, der auf C1 = ,,1. Kolonne* =

2 weC;
{1,4,7,...,31,34 | setzt, lautet: Y(w) = 1
=1l weC




1 we A
Def.: Indikatorvariable: 1,(w) = { -
0 weA

Bem.: Man setzt aus den Indikatorvariablen komplexere Zufallsvariable zusammen; sie beschreiben z. B.
Bernoulli-Versuchsreihen.

Satz: IZ(CO) = 1-1,(®)
Ljrpl@) = 1, (o) 1p(w)

Lig@ = 1) +1z@)-1,(0)1z0)

Bew.: Anhand der Skizze kann man sich die Giiltigkeit der dritten Beziehung iiberlegen:

0
IAI._.'B
Abb.. 2: Rechnen mit Indikatorfunktionen
B2f: Y(w) = 2-Ic(a))—1-16(a)) = . = 31 (0)-1

Bem.: Fiir Q c R kann man auch die Zuordnung X(®) = @ als Zufallsvariable betrachten.




2.1 Grundbegriffe @

& zufallsvariable

& Verteilungsfunktionen

& Quantilfunktionen

3 Diskrete Zufallsvariable

& Stetige Zufallsvariable

& Affin-lineare Transformation von Zufallsvariablen

Def.: X eine Zufallsvariable; F heilit Verteilungsfunktion von X, wenn:
F:R—[0,1]

X F(x) = P({o| X(@) < x})

Bem.: Man schreibt kiirzer: {o|X(w)<x} = {X<x}und P{w|X(w)<x}) = P(X<x).

Bem.: {X <x} ist aus dem Ereignisfeld A und somit ein Ereignis und hat daher eine Wahrscheinlichkeit.

Satz (Eigenschaften von Verteilungsfunktionen):
Ist F Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X, so hat F folgende Eigenschaften:
1. monoton wachsend: F(x)<F(y) fir x<y
2. wdchstvon 0 bis I: lim  F(x)=0, lim F(x)=1
X—> —0 X—>0

3. rechtsseitig stetig:  lim  F(y) = F(x)
y—>x+0

Bem.: Eine Funktion F mit den genannten 3 Eigenschaften legt eindeutig eine Verteilungsfunktion einer
Zufallsvariablen fest. Eine Verteilungsfunktion muss nicht stetig sein: sie kann Sprungstellen mit Sprunghd-
hen < 1 haben. Die Notation y — x +0 meint, dass der Grenziibergang gegen x nur von rechts her erfolgt.

Abb. 3 a: Schematischer Verlauf einer Verteilungsfunktion




B:  Die Zufallsvariable X - Anzahl der Kopfe bei 3x Miinzwerfen — hat (als Laplace-Experiment) folgende

Verteilungsfunktion:
. 1
-—
—0
L in]
o il 2 4

Abb. 3 b: Verteilungsfunktion beim dreifachen Miinzwurf

Bem.: F2+0)-F(2) = PX=2);
die Sprunghdhe gibt daher die Wahrscheinlichkeit der Sprungstelle an.

Bem.: Die Verteilung einer Zufallsvariablen wird durch ihre Verteilungsfunktion vollstindig festgelegt. — Die
Zuordnung selbst X : Q2 — R ist eher theoretisch interessant.

B4: Die Zufallsvariable Lebensdauer eines elektronischen Bauteils habe als Modell folgende Verteilungs-
funktion (Exponentialverteilung)

0 x<0
Fx) = =g 2 x>0
) F(x)
.-r-’f
Pla<¥X<=h
= F(b) - F{a)
0.5
P(X <= a) P{X <= h)
z 4 £ & 10
a b

Abb. 3 c: Verteilungsfunktion einer Lebensdauer

Satz: Aus der Verteilungsfunktion F erhélt man die Wahrscheinlichkeiten fiir Intervalle:
Pla<X<b) = PX<bh)-PX<a) = Fb)-F(a)
PX=x) = Ilim PX<x+h)—P(X<x) = F(x+0)-F(x)

h—0+

P(a<X<b) = P(X<h)-P(X<a) = F(b)-Fa-0)







2.1 Grundbegriffe @

& Zzufallsvariable

& Verteilungsfunktionen

& Quantilfunktionen

& Diskrete Zufallsvariable

& Stetige Zufallsvariable

& Affin-lineare Transformation von Zufallsvariablen

Wie viel Prozent der Verteilung liegt unter bzw. iiber einem Punkt? Die Umkehrung dieser Frage lautet: Wo
liegt der Punkt, unter welchem sich 100 p % der Verteilung befinden?

Def.: F sei stetige Verteilungsfunktion, 0 <p < 1.
Die Losung der Gleichung P(X<x) = p heilit p-Quantil und wird mit x, bezeichnet.

Die Zuordnung Q: p - x,, heiBit Quantilfunktion.

Bem.: Fiir stetige Verteilungsfunktionen ist die angegebene Gleichung eindeutig auflosbar.

B4 f: Die Lebensdauer X habe die Verteilungsfunktion F(x):=1— e (fiir x > 0) mit A > 0 (Exponential-

verteilung). Die Quantile bestimmt man sich aus der Gleichung F(x)=1- et = p.

)
p

Nach kurzen Umformungen erhélt man x, = % . ln(1 !

Bem.: Hat die Verteilungsfunktion Spriinge, so gibt es fiir manche p keine Losung, die Verteilungsfunktion
ist nicht umkehrbar. Hat die Verteilungsfunktion waagrechte Abschnitte, so ist die Losung dort mehrdeutig.

1 1 1 i 1

o
0.5 / 0 0.5 /

0 ——» 1] - 4 1] 3
{x | F{(x)==p) {x | F{x)>=p} {x | F{x)==p)

Abb. 4a: Keine Lésung fiir die Quantilgleichung Abb. 4b: Mehrere Losungen

Def.: X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Quantilfunktion heiflt die folgende Funktion:
Q:(0,1) > R mit p— Q(p)=min{x|F(x)> p}

Bem.: x, =Q(p) heilit p-Quantil und ist die kleinste Zahl, wo die Verteilungsfunktion das , Niveau* p

erreicht oder tiberspringt. Nur fiir stetige Zufallsvariable gilt zusétzlich: das p-Quantil teilt die Flache unter
der Dichte links und rechts davon im Verhiltnis p:(1-p). Die Quantilfunktion Q ist die Umkehrfunktion F
bis auf die konstanten Abschnitte von F.




Def.: Folgende Namen bezeichnen p 0,5 0,25 0,75 0,1

. 0,9
spezielle Quantile: Median 1. Quartil 3. Quartil Dezile




2.1 Grundbegriffe

& Zzufallsvariable

& Verteilungsfunktionen

& Quantilfunktionen

& Diskrete Zufallsvariable

& Stetige Zufallsvariable

& Affin-lineare Transformation von Zufallsvariablen

Def.: Eine Zufallsvariable X heif3t diskret, wenn es entweder
e endlich viele x;, x,,...,x; oder
e abzdhlbar viele x;, x,,...
gibt, mit i) p; =P(X=x,;)>0 und ii) X p; =1
7
Tragervon X: T :={x; |P(X=x;)>0}
Bem.: Wahrscheinlichkeit ist auf den Tréger konzentriert, der Rest hat Wahrscheinlichkeit 0.
Def.: X diskrete Zufallsvariable mit Tréger 7.
Wahrscheinlichkeitsfunktion (diskrete Dichte) von X ist die Funktion f mit: f(x;) = ; .
sons
B1 f: Im dreifachen Miinzwurf als Laplace-Experiment hat man:
1 . 1
#=mm==
P(Xx=2)
0.5 b @
P{X=2)
I I 0 ] 2 4
z 4
Abb.5 a: Wahrscheinlichkeitsfunktion Abb.5 b: Verteilungsfunktion

Bem.: Die Wahrscheinlichkeitsfunktion zeichnet man analog zu Stabdiagrammen der deskriptiven Statistik.




Satz: Jede Zuordnung x; - p; auf einer endlichen oder abzéhlbar unendlichen Menge 7' ={x;, x,....}

mit i) p; >0 und i) Y p; =1
J

definiert eindeutig eine Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen durch

F(x) = 2 p;j=1
Jlx <x
J

Bem.: Zeichnen der Verteilung

einer diskreten Zufallsvariablen X Diskrete Dichte Verteilungsfunktion
p; =PX=x;) Stabhohe Sprunghoéhe
Trager wo Stibe gezeichnet werden ~ wo Verteilungsfunktion springt
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2.1 Grundbegriffe @

Zufallsvariable

Verteilungsfunktionen

Quantilfunktionen

Diskrete Zufallsvariable

Stetige Zufallsvariable

Affin-lineare Transformation von Zufallsvariablen

QHEEEE

Def.: Eine Zufallsvariable heil3t stetig, wenn ihre Verteilungsfunktion F eine Integraldarstellung hat, d. h. es
gibt eine Funktion f mit:

Hm;fﬂnm

—00

Bem.: Die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen ist stetig und bis auf ,,wenige* Ausnahmen
differenzierbar, es gilt:
F'(x) =f(x)

Def.: X stetige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F.

Die Funktion f heiBt Dichtefunktion von X, wenn gilt: F(x) = [ f(¢) dt

—00

Satz (Eigenschaften von Dichtefunktionen):
Ist f Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariablen, so gilt:
1. f(x)>0 nicht-negativ

2. [f(0)dt=1 normiert

—00

Bem.: Fiir stetige Zufallsvariable haben Punkte keine Wahrscheinlichkeit: P(X =x)=0. Eine Dichtefunkti-
on kann man an einzelnen Stellen dndern, ohne dass sich dadurch die Wahrscheinlichkeiten dndern.

Satz: Formel integrierbar mit
1. f(x)=0

2. [ f()ydi=1

—00

legt eindeutig eine Verteilungsfunktion F einer stetigen Zufallsvariablen fest durch

Hm:fugm

—00

11



Def.: Trdger von X: kleinste abgeschlossene Menge 7' mit
PXeT)=1

Bem.: Meist endliche, abzdhlbar unendliche Tréger, Intervalle oder ganz R.

Satz: Die Quantilfunktion Q einer stetigen Zufallsvariablen nimmt folgende Gestalt an:
Q(p)=min{x| F(x)=p} mit O0<p<l1.

mit Dichtefunktion mit Verteilungsfunktion
1 /_,__——
Wahrschein-
lichkeiten fir 0.5
Intervalle I
z a b 2
2 2
Pla<X<h b
( ) } = [f(r)dt ~ F(b)—F(a)
P(a <X <b) u

Abb. 6: Die Wahrscheinlichkeiten von Intervallen (a, b] bestimmt man durch Integration

Bem.: Die Unterscheidung von < und < kann man bei stetigen Verteilungen weglassen.

f{a) (b-a)
F(b) - F{a)
2 a b 2 -z a -

_F®b)-F(a) Wahrscheinlichkeit pro Einheit der Merk-

Also: Dichte ist ~ f(a)
b—a malsachse

Abb. 7: Dichtefunktion als ,Bevdlkerungsdichte®

B6: Drehen eines Gliicksrads mit der Zufallsvariablen X als Winkel des Zeigers, wo dieser stehen bleibt.
Mit der Begriindung, dass eine Symmetrie dieselbe ,,Neigung* des Zeigers verursacht, eine Endpositi-
on zu erreichen, nimmt man folgende Dichtefunktion f als Modell — die so genannte stetige Gleichver-
teilung auf dem Intervall [0, 360]:

0 x<0
ﬁ 0<x<360 |
f(x) = F(x) = 5% 0<x<360
0 sonst
1 x=>30

12




Die Verteilungsfunktion F(x) ergibt sich durch Integration. Als Quantilfunktion erhélt man:
Q(p)=360-p

13



B4 f: Das Modell der Exponentialverteilung fiir eine Lebensdauer hat mit A = 1 die Verteilungsfunktion:
0 x<0
F(x) =

- x>0
Die Dichtefunktion erhdlt man durch Differenzieren:
f(x)=F'(x)=—-e" fiir x>0.

Die Quantile ergeben sich durch Losen der Gleichung 1—e™ = p zu: x » =In( !

)

14




2.1 Grundbegriffe @

& zufallsvariable

& Verteilungsfunktionen

& Quantilfunktionen

& Diskrete Zufallsvariable

& Stetige Zufallsvariable

& Affin-lineare Transformation von Zufallsvariablen

Wie wirkt sich eine Mittelpunktsverschiebung bzw. eine Skalendnderung auf die Verteilung einer Zufallsva-
riablen aus?

Satz: X mit Verteilungsfunktion F, Wahrscheinlichkeitsfunktion f und Quantilfunktion x,
Y =a+b-X entsprechend mit G, g, und y,. Dann gilt:

1. G(y)=F(y;“>

2. y,=a+b-x,

3. g(y)=%-f<y;“)

Bew.: 1. G(»)=P(Y<y)=P(a+b-X<y)=P(X< y;“)zF(y;a)

1. wird benutzt, um die Gleichung fiir 2. auf die Variable Y zu iibertragen und um fiir 3. die Dichte von Y
durch Ableiten zu bestimmen.

15



2 Zufallsvariable und ihre Verteilungen

E@1Inhaltsverzeichnis

2.1 Grundbegriffe

2.2 Verteilungsparameter

2.3 Spezielle diskrete Verteilungen
2.4 Spezielle stetige Verteilungen
2.5 Mathematische Erganzungen

2.2 Verteilungsparameter

& Erwartungswert

& varianz

& Ungleichung von Tschebyscheff

& schiefe und Wodlbung einer Verteilung

Es werden Groflen zur Beschreibung der Lage und der Gestalt einer Verteilung definiert.
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2.2 Verteilungsparameter @

& Erwartungswert

& varianz

& Ungleichung von Tschebyscheff

& schiefe und Wolbung einer Verteilung

Der Erwartungswert ist eine Kennziffer der Verteilung, die ihre ,,Lage® angibt. Dynamisch wird er als Mit-
telwert einer ldngeren Serie von Versuchsdurchfilhrungen zu interpretieren sein. Die Zufallsvariable als
Gliicksspiel mit Auszahlung X interpretiert ldsst demnach ,,erwarten®, dass bei einer ldngeren Serie von
Spielen der mittlere Auszahlungsbetrag pro Spiel in etwa dem Erwartungswert entspricht. Genauer wird das
beim Schitzen und Testen von Parametern noch zu kliren sein.

Def.: Fiir die Zufallsvariable X wird der Erwartungswert wie folgt festgelegt, falls die Ausdriicke existieren:

ij ‘D X diskret
1=EX)= { J

[xf(x)-dx X stetig

R

B2: Setzt man beim Roulette auf eine Colonne oder auf eine einzelne Zahl, so ergeben sich folgende Ge-
winne mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten:

Gewinn Wabhrscheinlichkeit t
12
2 37
25
-1 £
X 37
Colonne I m = e
= (=1)-25 A2 L n
EX) = (=1 37+2 37 37 ) } )
Abb. 8: Erwartungswerte zweier Gllicksspiele
L
= 37
1 36
Y 37
einzelne
Zahl
E(Y) = (-1)-3%¢+35..L = __L .
( ) ( ) 37 35 37 37 I 10 20 30
18

Bem.: Spiter wird eine Begriindung fiir eine Deutung von Wahrscheinlichkeit P als relative Haufigkeit h
gegeben: P(A4)~h(A). Je 6fter man einen Zufallvorgang durchfiihrt, desto ,,genauer gilt diese Approxima-

tion. Fiir E(X) hitte man dann bei 3700 Spielen ,,zu erwarten®, dass man 2500 Mal verliert und 1200 Mal

gewinnt (wenn die Buchhaltung so genau eintritt, hitte man allerdings Anlass zu Bedenken wegen Manipula-
tion). Fiir die Gewinnsumme hitte man daher im Voraus den Wert
(-1)-2500+2-1200 = -100

17



anzusetzen, was im Durchschnitt, d. h. pro Spiel, einen Verlust von
—100 - 1 =2.7%
3700 37

bedeutet. Der Erwartungswert gibt hier eine Vorausdeutung, wie hoch der durchschnittliche Gewinn sein

wird. Abweichungen davon sind aber mehr als ,,normal®.

Bo6:
Fiir die Zufallsvariable mit dem Gliicksrad und 0.004
der Gleichverteilung als Dichtefunktion ergibt

sich fiir den Erwartungswert:
o 360 1
EX)=| xf(x)-dx=| x—dx=..=180
X)= [ xf(x) (f) o

0002

—00
lznn 400
[

Abb. 9: Dichte einer stetigen Gleichverteilung

Def.: X eine Zufallsvariable (stetig oder diskret) und Y :=g(X) eine reellwertige Funktion. Der Erwartungs-
wert der Funktion g ist festgelegt durch

2g(x;) p; X diskret
E(g()={ /

[g(x) f(x)-dx X stetig

R

Bem.: g(X)= X? oder g(X)=a+b-X etc. Die angegebene Prozedur kann man als Bestimmung des ,,mittle-

ren* Funktionswertes deuten. Man wird spéiter aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung von X auch die von
Y =g(X) berechnen kdnnen. Damit kommt man zum selben Erwartungswert von Y wie oben festgesetzt.

B2 f: Im Roulette hat man fiir X (Colonne) und Y (Zah!) mit der Funktion Formel g(u) = u’ folgende Werte:

B = (224222 = B _ g7
37 37 37
37 37 37

B6 f: Fiir die quadratische Funktion hat man beim Gliicksrad folgenden Erwartungswert:
oo 360

EXY)= [ 22 £(x)-di= | x* —dx=..=43200

0 360

—00

Satz (Linearitit des Erwartungswerts): E(a+b-X)=a+b-E(X), falls E(X) existiert.

Bem.: Wird E als ,,Indikator* fiir den mittleren Gewinn (Gewinnerwartung) verwendet, so kann die Umrech-
nung auf andere Wihrungen die Gewinnerwartung nicht beeinflussen: die Gewinnerwartung wird nach
demselben Kurs umgerechnet wie die Einzelwerte.

18




Bew. nur fiir stetige Zufallsvariable: zuerst wegen der Linearitdt des Erwartungswerts; dann ergibt das erstere
der beiden letzten Integrale 1:

E(a+b-X) = [(a+b-x)f(x)-dx = a-[f(x)-dx+b-[xf(x)-dx = a+b-E(X).

Def.: X Zufallsvariable mit E(X); der Erwartungswert existiert.
Die Funktion Formel heil3t zentrierte Zufallsvariable.

Bem.: Die zentrierte Zufallsvariable hat Erwartungswert 0.

Bem.: Eine Verteilung heilit symmetrisch, wenn Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichtefunktion symmet-
risch beziiglich eines Punktes ¢ sind. Fiir solche Verteilungen gilt: E = c.

Bem.: Interpretiert man die Wahrscheinlichkeitsdichte als Massendichte im Sinne der Physik, so gibt der
Erwartungswert die Lage des Schwerpunkts der Masse an.
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2.2 Verteilungsparameter @

& Erwartungswert

& varianz

& Ungleichung von Tschebyscheff

& Schiefe und Wolbung einer Verteilung

Es geht um ein MaB fiir die Streuung um den Erwartungswert bzw. die Breite einer Verteilung.

Def.: X eine Zufallsvariable mit = E (X)
Varianz von X: V(X):=E(X- ,u)2 , falls der Ausdruck existiert
Standardabweichung von X: o = 0(X):=4/V(X)

Bem.: Die Varianz ist der Erwartungswert der quadratischen Abweichung vom Erwartungswert, das ist von
der Funktion Y :=g(X):=(X—)>. Bei stetigen bzw. diskreten Zufallsvariablen wird wieder entsprechend

ein Integral bzw. eine Summe ausgewertet.

Die Bedeutung der Standardabweichung als MaB fiir die Breite wird bei der Tschebyscheffschen Ungleichung
klarer werden; jetzt sei nur festgehalten, dass ihre Dimension (im physikalischen Sinn) zu den Einzelwerten
von X passt.

Satz (Verschiebungssatz): Mit der Abkiirzung = E(X) gilt:
V(X)=EX*)-u’

Bew.: Durch Ausquadrieren und Anwenden der Linearitit des Erwartungswerts erhilt man:
VX) = EX-p)? = EX?=2p-X+ %) = EX) =20 EQO+E (i) = E(X*) -4’

B2 f: Gewinn bei Setzen auf Colonne bzw. eine einzelne Zahl beim Roulette: fiir die Varianzen hat man:
73 1
VX) = EX?)—puy? = ——(-—)% = 1,97 bzw. oy =1,40
X) (X7) — px 5 ( 37) X
V(Y) = E(Y?)—py? = %—(—%)2 = 34,08 bzw. oy =584

Bem: Offenbar ist im Roulette die viel breitere Gewinnstreuung beim Setzen auf einzelne Zahlen im Ver-
gleich zur Colonne durch den viel groBeren Wert der Standardabweichung (5,84 gegen 1,40) abgebildet. Man
hat einen viel hoheren Gewinn in Aussicht, der aber wesentlich weniger wahrscheinlich ist als beim Setzen
auf Colonne. Das Spiel ist ,, riskanter “.

Satz (Auswirkung von Skaleninderungen)
Falls die Varianz existiert, gilt:

V(a+b-X)=b%-V(X)
o(a+b-X)=b-0(X)

20



Bem.: Wird der Gewinn in verschiedenen Wahrungen angegeben, so erfolgt die Umrechnung fiir die Stan-
dardabweichung nach demselben ,,Wechselkurs* wie fiir die Einzelwerte.
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2.2 Verteilungsparameter

& Erwartungswert

& varianz

& Ungleichung von Tschebyscheff

& Schiefe und Wolbung einer Verteilung

Obere Schranke fir die Wahrscheinlichkeit von ,,extremen® Werten.

| [¥]

Satz (Tschebyscheffsche Ungleichung):
X Zufallsvariable mit o := V(X) <o, u=E(X), ¢>0.Dann gilt:

P(IX-ulze) < %
&

Bem.: Zentrale Werte von X sind Werte innerhalb eines ,,e-Fensters“um g {yg—¢ < X < u+¢}.

Extreme Werte unterscheiden sich um mindestens ¢ von g {| X—u| > €}.

nL-c n nte

Abb. 10: Abschatzung fir die extremen Werte einer Verteilung nach Tschebyscheff

Die angegebene Ungleichung besagt, dass die Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit groBer wird,

wenn &

kleiner bzw. wenn die Varianz groB3er wird. Man beachte hierbei, dass die Abschétzung fiir alle (nur denkbar
moglichen) Verteilungen gilt; ihr Vorzug liegt nicht in einer praktisch gut verwertbaren Schranke sondern

eindeutig in spéteren theoretischen Folgerungen daraus (siche Gesetz der Groflen Zahlen).
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Bew.: Vergleicht man die folgenden beiden Funktionen,

-\‘_\_-\h ___.-'-' M""'\_\ ,-""-'
L ____.-’ ~. -___z'-
- - g =Ty o g
S - T -
HHH._ . ﬁ“‘,, L
L - R
K L—€ K KL+ E
Abb.11 a: Absolute Abweichung: Abb.11 b: Gestutzte absolute Abweichung:
£ | X(w)—u| 2 ¢
£(w) = X(@) - Y(0)=1
0 sonst

so sieht man sofort, dass Y nicht grofer als g ist; wir schlieBen weiters:
0 < Y(o) < glo)=[X(0)-u|

Y2 < (X-p)?
E(Y?) < E(X-u)?
gz-P(|X—,u|25) < o?

Jetzt braucht man nur noch durch &2 dividieren und erhilt die behauptete Abschétzung fiir die Wahrschein-
lichkeit ,, & -extremer* Werte.

B11: X Verweildauer eines zuféllig gewahlten Patienten einer Klinik. #= 10 und o= 4 seien bekannt.
Gesucht ist eine Abschétzung fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Patient zwischen 5 und 15 Tagen
(ausschlieBlich der Grenzen) im Krankenhaus verbringt.

Formel mit Berechnung

Demnach verbringen mindestens 36% der Patienten zwischen 5 und 15 Tagen in der Klinik.

Bem.: Mit £ = 1-o als Vielfaches der Standardabweichung ausgedriickt, liest man die Tschebyscheffsche
Ungleichung so:

P(|X—u|2A-0) < /11—2
Das ergibt jetzt eine schone Deutung fiir die Standardabweichung als MaB fiir die Breite einer Verteilung:
A innerhalb P mindestens aullerhalb P hochstens
) (w-2ous2o) o075 | [X-ulz2o)  looas
; (w-3out3o)  Scogy | xpizie)  loon
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2.2 Verteilungsparameter @

& Erwartungswert

& varianz

& Ungleichung von Tschebyscheff

& schiefe und Wélbung einer Verteilung

Weitere Mal3zahlen als Parameter, welche die Form einer Verteilung beschreiben.

Def.: Schiefe einer Zufallsvariablen X:

71 (X) = E((ﬂ) 3} , falls der Erwartungswert u = E(X) existiert.
o

Bem.: y; (X)=0, wenn die Verteilung der Zufallsvariablen zu einem Punkt ¢ symmetrisch ist

P(X =z)
fl@) 0.30
0.37 0.25 !
0.20 1
0.2
0.15 1
0.1 0.10 [
0.05 1
0 T T T T T T T ™ T 0.00 - * * T I T 1 T z
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 2 4 6 3 10
Abb. 12 a: 7;(X)>0 Abb. 12 b: 71 (X) <0
rechtsschief (skewed to the right) bzw. /inkssteil linksschief (skewed to the left) rechtssteil

Def.: Wolbung oder Kurtosis einer Zufallsvariablen X:

72 (X) = E((ﬂ) 4) , falls der Erwartungswert u = E (X) existiert.
o

Bem.: Die Normalverteilung (siehe spiter) ist der Prototyp einer symmetrischen, eingipfeligen Verteilung.
Sie hat Wolbung 3. Hat eine Verteilung dieses Typs eine Wolbung > 3, so ist sie spitzer im Zentrum und hat

mehr Wahrscheinlichkeit in den Auslédufern. (Die Grole y, —3 wird auch als Exzess bezeichnet.) Das hat
entsprechend Folgen fiir die Beurteilung der Wahrscheinlichkeit des Auftretens von ,,extremen® Werten.
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2 Zufallsvariable und ihre Verteilungen

I@Inhaltsverzeichnis

2.1 Grundbegriffe

2.2 Verteilungsparameter

2.3 Spezielle diskrete Verteilungen
2.4 Spezielle stetige Verteilungen
2.5 Mathematische Erganzungen

2.3 Spezielle diskrete Verteilungen
& zentrale Experimente

& Binomialverteilung

& Poisson-Verteilung

& Geometrische Verteilung

& Hypergeometrische Verteilung

Es werden wichtige Grundtypen von diskreten Verteilungen und ihre Anwendungsmoglichkeiten dargestellt.

Alle Verteilungen werden aus dem Urnenmodell ,,abgeleitet .
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2.3 Spezielle diskrete Verteilungen @

& Zentrale Experimente

& Binomialverteilung

& Poisson-Verteilung

& Geometrische Verteilung

& Hypergeometrische Verteilung

Im Bernoulli-Experiment interessiert man sich nur fiir ,Erfolg’ oder ,Misserfolg’ eines Versuches. Eine
Bernoulli-Versuchsreihe ist eine unabhingige Wiederholung davon, d. h., es muss fiir die 4, =,,Erfolg im i-

ten Versuch® gelten: 1) 4, 4,,..., 4, sind vollstdndig unabhéngig und 1ii) P(4;) =~ fiir alle i.

n

Def.: In einer Bernoulli-Versuchsreihe zeigt die Zufallsvariable
1 falls A; eintritt

I -
4; { 0 falls 4; ausbleibt

n
an, ob im i-ten Versuch Erfolg oder Misserfolg zutrifft. X:=> 1, heiit dann Anzahl der Erfolge.
i=1

B13: Ein fairer Wiirfel wird n-mal geworfen. 4, =,beim i-ten Wurf ein Sechser®. Hat man auf Q ein Lapla-

ce-Modell (mit Gleichwahrscheinlichkeit fiir alle Elementarereignisse), so sind die 4, vollstdndig un-

abhéngig und wir haben es mit einer Bernoulli-Versuchsreihe zu tun.

Bem.: Ziehen aus einer Urne mit M roten und N — M weilen Kugeln stellt den Prototyp eines Bernoulli-
Experiments dar. In der bildlichen Vorstellung rithrt man die Kugeln ordentlich um und zieht (ohne Manipu-
lation) zufillig eine — wie beim Lotto. Bei mehrfacher Ziehung beschreibe A4, = ,bei der i-ten Ziehung eine
rote Kugel®. n Ziehungen aus der Urne mit Zuriicklegen liefern — bei sorgfiltiger Mischung jeweils — voll-
stindig unabhéngige A4, und somit eine Bernoulli-Versuchsreihe. Bei Ziehungen ohne Zuriicklegen sind die

A; nicht mehr unabhéngig, z. B. ist:

M-1_M
P(dy | dy) =%
LI=577y

d. h., wir erhalten keine Bernoulli-Versuchsreihe.
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2.3 Spezielle diskrete Verteilungen

& Zentrale Experimente

& Binomialverteilung

& Poisson-Verteilung

& Geometrische Verteilung

& Hypergeometrische Verteilung

Def.:

Ist X:= Z I 4 die Anzahl der Erfolge einer Bernoulli-Versuchsreihe der Lange n mit Erfolgswahr-
i=1

scheinlichkeit 7 , so heiflt die Verteilung von X Binomialverteilung; wir schreiben X ~ B(n, )

B14 :

Man bestimme in einer Bernoulli-Versuchsreihe mit #» = 4 alle Ergebnisse, bei denen genau 2 Erfolge
eintreten, d. h. (X = 2).

Al,Az,Aﬁ},A A:A_Z:

) A,
A, Ay, Ay, A, A, A, . Ay

A
> Ay

ENEN
h*I m|

das sind 6 verschiedene Folgen. Kombinatorisch gezéhlt sind das (;) =6, denn es sind 2 Positionen

aus 4 auszuwihlen, die Reihenfolge spielt keine Rolle, mehrfache Auswabhl ist nicht gestattet, d. h., es
handelt sich um Kombinationen ohne Zuriicklegen.

Satz:

Fiir eine Binomialverteilung X ~ B(n, 7) gilt:

P(X = k)—();z (1-m)"* fir k=0,1,..,n und 0<zw<1

Bew.:

Tx ={0,1,...,n}; es konnen bei n Versuchen nur 0 bis maximal n Erfolge auftreten. Eine spezielle
L1,,...,1, 0,0,

ey 0 , . .
Folge der I, mit genau k Erfolgen ist dann und hat die Wahrscheinlichkeit
! k —mal n—k

7" -(1-7) "~k Man kann die k Erfolge dann auf (Z) Arten auf die n Positionen aufteilen.

Bem.: X ~ B(n, 7) mit n =1 heillt auch Bernoulli-Verteilung.
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0.5 0.5 0.5

q q
n=3 n=3 n=3
n=0,25 ©=0,50 ®=0,75

‘ (] ] ] ] ‘

2 4 2 4 2 4
0.2 n =20 02" =20 02" p=20
n=0,25 7=0,50 n=0,75

.rl I‘f e..rll .. : -.;jl ‘1.

20 10 20 20

Abb. 13: Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir einige Binomialverteilungen

B:  Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, bei 6mal Wiirfeln genau einen Sechser, keinen Sechser, bzw.
mehr als einen Sechser zu erhalten.
P(X=1)=0,4019 P(X=0)=0,3349
P(X>2)=P(X>1)=1-P(X<1)=1-0,7368 =0,2632
Es ist doch recht wahrscheinlich (ca. 1/3), dass man beim Wiirfeln bei 6 Wiirfen keinen Sechser dabei
hat. Die tatsdchlichen Werte berechnet man sich mit einem Taschenrechner oder mit EXCEL oder aus
Tabellen mit der Verteilungsfunktion der Binomialverteilung.

Satz (Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung):
a) X~B(L~x) EX)=7x VX)=x-(1-7)
b) X~B(n,7) EX)=n-7 VX)=n-z-(1-x)

Bew.: b) geht mit Hilfsmitteln von Kapitel 3 leicht.
a) EX)=0-(0-m)+1l-m=x

EXH=0"-(1-m)+1* 7= VX =EX»)-(EX)* =z-7"
: X .. : .
Bem.: Fiir X ~ B(n, ) ist Y :=— die ,,mittlere Zahl* von Erfolgen bei n Versuchsdurchfiihrungen und hat
n

1 : . . .
einen Erwartungswert von E(Y)=—-E(X)=r, d. h., ihr Erwartungswert ist gleich der Erfolgswahrschein-
n

lichkeit der Bernoulli-Versuchsreihe.

Bem.: Man rechnet die Wahrscheinlichkeiten aus Tabellen der Verteilungsfunktion gemaf3
P(X<k)=F(k) P(a<X<b)=F(b)-F(a—1)  oder besser mit Taschenrechner oder EXCEL.
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2.3 Spezielle diskrete Verteilungen @

& Zentrale Experimente

& Binomialverteilung

& Poisson-Verteilung

& Geometrische Verteilung

& Hypergeometrische Verteilung

B2: Jeder von n Semmeln wird mit Wahrscheinlichkeit 77 eine Rosine unabhingig voneinander beigemengt.
A; zahlt, ob es in der i-ten Semmel eine Rosine gibt (,,Erfolg®). Die Anzahl aller verteilten Rosinen ist

n
binomial verteilt: X =) 1 4~ B(n, 7). Halbiert man die Semmeln und gibt jeder ,,Halbsemmel mit
i=1

Wabhrscheinichkeit % eine Rosine dazu, so ist die Anzahl der verbrauchten Rosinen wieder binomial

n
verteilt, nur die Parameter dndern sich: X, :=>" 1 B~ B(2n, %) .
i=1
Man beachte: der Erwartungswert ist in beiden #1 w0 43 44
Fillen y=n-7=(2n)-(%). Wie sicht die Vertei-

lung von X, (die verbrauchten Rosinen) aus, [ o
wenn die Teilung immer feiner wird? |

Satz (Grenzwertsatz von Poisson):

k
X, ~B(n,7,) lim n-7z,=x danngilt: lim P(X, =k)= e_”%, k=0,1,..

n—>0 n—>o0

Bem.: Man kann fiir groes » und kleines 7, (Faustregel 7 <0,1und »n>50) die Wahrscheinlichkeiten der

Binomialverteilung durch die Formel im Satz approximieren.

Def.: X mit Trager T ={0,1,...} hat eine Poisson-Verteilung mit Parameter ¢ >0 , wenn gilt:

k
P(sz)ze_”%, k=0,1,...; wirschreiben: X ~Po(u).

Bem.: Mit p, =P(X=k) gilt: i) p, >0 und ii) > p, =1,
k

die Zuordnung ist also eine diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion. Die Werte berechnet man sich aus entspre-
chenden Tabellen der Verteilungsfunktion bzw. mit EXCEL oder anderen Rechenhilfen. Die folgenden Stab-
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diagramme illustrieren, dass Poisson-Verteilungen bei kleinem u rechtsschief sind, bei groBeren Werten

symmetrisiert sich die Verteilung zunehmend.

B17: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Saugling eine bestimmte Impfung nicht vertrigt, betrage 0,05. Unver-
traglichkeit sei zwischen einzelnen Sduglingen unabhéngig. Man berechne exakt mit Binomialvertei-
lung und mit Poisson-Approximation die Wahrscheinlichkeit, dass bei 50 Impfungen 0, 1, 2 bzw. 3 und
mehr Reaktionen auftreten.

B(n=50,7=0,05) Po(u=2)5)
X=0 0,0769 0,0821
X=1 0,2025 0,2052
X=2 0,2611 0,2565
X>3 0,4595 0,4562
0.3 0.3
0.2 0.2
p=2 p=12
0.1 0.1
T ) SO R ===,.fTT[‘ [[IT?P.-,gggggg
5 10 10 20 30

Abb. 14: Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir einige Poisson-Verteilungen

Satz: Fiir Erwartungswert und Varianz einer Poisson-Verteilung X ~ Po( ) gilt:
a) EX)=u b) V(X)=pu

Bew.: Der Beweis sei nur fiir den Erwartungswert gefiihrt, fiir die Varianz braucht man noch den Verschie-

bungssatz:
k k k-1
. -u M u e M - > M
EX) =Y ket et Yl ety 2
k=0 k! = k! k=1 (k=1)!
w ok
= eilu.lu.z ’u_ = eiy./u.e/u = U
k=0 k!
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2.3 Spezielle diskrete Verteilungen @

& Zentrale Experimente

& Binomialverteilung

& Poisson-Verteilung

& Geometrische Verteilung

& Hypergeometrische Verteilung

Def.: In einer Bernoulli-Versuchsreihe unbestimmter Lange mit Erfolgswahrscheinlichkeit 7 heil3t die

n
> 1 4 = 1} geometrische Verteilung, man schreibt:

Verteilung der Zufallsvariablen X := min{ n
i=1

X ~G(r)

Bem.: Man nennt diese Zufallsvariable auch Wartezeit auf den ersten Erfolg; sie bezeichnet die Nummer
desjenigen Versuchs, bei dem zum ersten Mal das Ereignis 4; eintritt.

Satz: Ist X geometrisch verteilt, X ~ G(7), so gilt P(X=k)=7-(1— 71')]‘_1 , k=12,..

Bem.: Man rechnet mit der geometrischen Reihe leicht nach, dass es sich hierbei um eine diskrete Wahr-
scheinlichkeitsfunktion handelt. Die Werte fiir konkrete Intervalle berechnet man mit der Verteilungsfunkti-
on. Diese ist etwa in EXCEL nicht extra angefiihrt, weil sie leicht zu bestimmen ist:
k .
F)=P(X<k)=z-Y(1-z)" =1-(1-2)F
i=1
Stabdiagramme illustrieren die Schiefe der Geometrischen Verteilungen.

0.2 05 @
1 0.4
0.3
0.1 n=1/6 =172
0.2
Iifg “ |
s 1 TTTrf???zz $ TT,-ee]-s:::::::::zs

Abb. 15: Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir zwei geometrische Verteilungen

B18: Aus einer Urne mit mit 4 roten und 6 weillen Kugeln wird zufdllig mit Zuriicklegen gezogen. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass man
a) bei der dritten Ziehung die erste rote Kugel erwischt,
b) die erste rote Kugel friithestens bei der dritten Ziehung erwischt?
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Die Anzahl X der bendtigten Ziehungen bis zur ersten roten Kugel ist geometrisch verteilt:
X ~G(7r=1/6). Aus EXCEL wurden die folgenden Werte berechnet (gesuchte Werte sind fett):

P(X = k) P(X < k) P(X > k)
0,1667 0,1667 0,8333
0,1389 0,3056 0,6944
0,1157 0,4213 0,5787

Satz: Fiir Erwartungswert und Varianz einer Geometrischen Verteilung X ~ G(7) gilt:

a) E(X)=% b) V(X):l;—f

Bew.: Der Beweis erfolgt {iber die Auswertung der entsprechenden Reihen; bei der Varianz nutzt man wieder
mit Vorteil den Verschiebungssatz.

B19: Fiir die Wartezeit X auf den ersten Sechser beim fortgesetztem Wiirfeln gilt: E(X) =6 . Man modelliert

entsprechend der Bernoulli-Versuchsreihe mit einer Geometrischen Verteilung mit 7 = % .
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2.3 Spezielle diskrete Verteilungen @

& Zentrale Experimente

& Binomialverteilung

& Poisson-Verteilung

& Geometrische Verteilung

& Hypergeometrische Verteilung

Zieht man aus einer Urne mit roten und weilen Kugeln mehrfach hintereinander ohne Zuriicklegen, so
handelt es sich nicht mehr um eine Bernoulli-Versuchsreihe. Man kann aber dennoch die Verteilung X der
Anzahl der Ereignisse bestimmen.

Def.: X:=> 1 4 ist die Anzahl der Erfolge beim n-maligen Ziehen aus einer Urne mit M roten und N — M
i=1

weilen Kugeln; ferner ist 4, = ,,bei der i-ten Zichung eine rote Kugel“. Man nennt dann X Hypergeo-
metrisch verteilt: X ~ H(n, N, M)

Satz: Fiir eine Hypergeometrische Verteilung X ~ H(n, N, M) gilt:

()
P(X=k) =2 ") Gy k=01,

(")

Bem.: Wenn die angegebenen Binomialkoeffizienten (ZJ nicht auswertbar sind, weil die Bedingung

0<k <n verletzt ist, setze man diese gleich Null. Damit wird auch klar, dass der Triager i. A. eine echte
Teilmenge von {0,1,..,n} ist.

Bem.: Wegen der Ndhe zur Binomialverteilung (Anzahl der Erfolge beim Ziehen ohne bzw. mit Zuriicklegen)
ist klar, dass die beiden Verteilungen dhnliche Werte liefern, wenn sich die Wahrscheinlichkeiten der Ereig-

nisse A; nur geringfiigig &ndern. Das ist der Fall, wenn 2- < 0,05 (als Faustregel).

0.5 0.5
[ X n=2,N=10,M=3 n=20,N=100,M =30
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1 ] I
I:::::::::::::::::: T T'e::::::::::::
5 10 15 20 10 15 20

Abb. 16: Wahrscheinlichkeitsfunktion flir zwei hypergeometrische Verteilungen

33



B20: Eine Warensendung enthélt zehn elektronische Bauteile, von denen drei defekt sind. Aus der Sendung
werden zwei Bauteile zufillig und ohne Zuriicklegen entnommen und gepriift. Wie grof3 ist die Wahr-

scheinlichkeit, dass unter diesen mindestens ein defektes Bauteil 1st?

Die Anzahl X der defekten Bauteile ist hypergeometrisch verteilt: X ~ H(n=2, N =10, M =3). Aus
EXCEL wurden die folgenden Werte berechnet (gesuchter Wert ist fett):

k P(X = k) P(X<K) P(X > k)
0 0,4667 0,4667 0,5333
1 0,4667 0,9333 0,0667
2 0,0667 1,0000 0,0000
3 #7ZAHL!

Satz: Fir Erwartungswert und Varianz einer Hypergeometrischen Verteilung X ~ H(n, N, M) gilt:

_ N
a) E(X)=n = b) V(X)=n — (1 NJ (1 N—lj

Bem.: Wird zuriickgelegt beim Ziehen, hat man eine Bernoulli-Versuchsreihe mit 7 = % . Im Vergleich dazu

wird die Varianz kleiner, wenn nicht zuriickgelegt wird. Der Faktor, um den die Varianz kleiner wird, ist

ungefdhr 1---; dieser wird vernachldssigbar, wenn der Auswahlsatz - <<1 (,,sehr klein®) ist.
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2 Zufallsvariable und ihre Verteilungen

I@1nhaltsverzeichnis

2.1 Grundbegriffe

2.2 Verteilungsparameter

2.3 Spezielle diskrete Verteilungen
2.4 Spezielle stetige Verteilungen
2.5 Mathematische Erganzungen

2.4 Spezielle stetige Verteilungen
& stetige Gleichverteilung

& Exponentialverteilung

& Pareto-Verteilung

& Normalverteilung

& Lognormalverteilung

Die hier behandelten stetigen Verteilungen gehdren zum Kernbestand der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
ihrer Anwendungen. Konnten bei den diskreten Verteilungen alle aus dem Urnenmodell entwickelt werden,
so liegen stetigen Verteilungen die unterschiedlichsten Modellansitze zugrunde.
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2.4 Spezielle stetige Verteilungen @

& stetige Gleichverteilung
& Exponentialverteilung
& Pareto-Verteilung

& Normalverteilung

& Lognormalverteilung

Def.: Eine Zufallsvariable X hat eine stetige Gleichverteilung mit Parametern «, f €R, wenn sie die Dichte

a<x<p
f(x)=1 p-a besitzt; wir schreiben X ~S(a, f3).

0 sonst

Bem.: Die stetige Gleichverteilung ist dann ein sinnvolles Modell, wenn eine Zufallsvariable X keinen Wert
aus dem Intervall [, #] ,.bevorzugt®; Gliicksrdder haben i. A. anndhernd diese Eigenschaft. Der Tréger ist

Tk =[a, B]; es ist auch der Name Rechteckverteilung gebrauchlich.

B22: Wenn StraBenbahnen im Zehn- Minuten-Rhythmus verkehren und man rein zufillig zur Haltestelle
geht, so ist die Wartezeit X (in Minuten) gut durch eine stetige Gleichverteilung zu modellieren, und
zwar mit den Parametern 0 und 10.

Satz: Ist X stetig gleichverteilt mit & und g, so gilt fiir die Verteilungsfunktion:

0 x<a
F(x) = ;:Z a<x<p
1 x>pf
fz) F(z)

’s‘.:‘|_

Abb. 17: Dichte und Verteilungsfunktion einer stetigen Gleichverteilung
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Satz:

Ist Z~S(0,1), so ist die affin-linear Transformierte X = a+(f —a)-Z auch stetig gleichverteilt, und

zwar mit den Parametern ¢y =« und Sy =/

Bem.: Z ~ S(0,1) heiBt auch standard-gleichverteilt.

Satz (Erwartungswert und Varianz einer stetigen Gleichverteilung):

2
X ~S(a, ), dann gilt: a) E(X) =&2ﬁ by vx)= L Iza)

Bem:

Der Erwartungswert ist wegen der Symmetrie der Verteilung gleich dem Symmetriezentrum a—gﬁ der

Dichtefunktion.

Bew. (nur fiir die Varianz): Erst berechnet man fiir die Varianz einer standard-gleichverteilten Zufallsvariab-

len Z~S(0,1):

1
3

1
E(Z%) =] 22 -1-dz=2 =
o 3

0
und dann mit dem Verschiebungssatz:

e S B A AN
V(Z) = E(Z")-(E(2))” = 3 (2) =1

Daraus bestimmt man leicht die Varianz der Transformierten X =a+(f—-«a)-Z als

_ 2
VOO = (e Vo) = L2

B23:

a)
b)

b)

Modell fiir die Dauer X eines bestimmten Arbeitsganges in der Produktion sei eine stetige Gleichver-
teilung mit den Parametern 7 und 12 [min].

Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung der Dauer des Arbeitsganges X.
Bestimmen Sie den 90%- Punkt dieser Verteilung und interpretieren Sie diesen.

Mit a=7, f=12, gilt: E(X) = #=9,5 [min]; o(X) = () ~ 1,44 [min].

E‘

x—a xX—a
= p.Aus
f-a

Umformungen die Losung x = ¢+ (f—«)-0,9 =115 [min].

Zu losen ist die Gleichung F(x) = p, also

= 0,9 ergibt sich nach einfachen

i

-

Demnach ist der Arbeitsgang mit Wahrscheinlichkeit 0,9 nach 11,5 [min] beendet.

Satz (Zufallszahlen):
Sind F(x) eine beliebige Verteilungsfunktion, Q(p) die zugehdrige Quantilfunktion und Z ~ S(0,1).

Die Zufallsvariable X ist definiert iiber die Quantilfunktion: X :=Q(Z).
Dann hat X die Verteilungsfunktion F, d. h., X ~F.

Bew.:

Mit Q(p)=min{x|F(x)> p} gilt fiir jedes xe R
Fx(x) = P(X<x) = P(Q(Z)<x) = P(F(Q(Z2))<F(x)) = P(Z<F(x))=F(x)
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Bem.: Wenn F eine stetige Funktion ist, gilt dariiber hinaus F = Q! und damit hat man:
F(X) = FQ(Z)) = Q'(Q2)) = Z ,d.h., F(X)~S(0,1).
Jetzt deutet sich eine weitreichende Anwendung des Satzes zur Simulation beliebiger Zufallszahlen an: Man

simuliert stetig gleichverteilte Zufallszahlen aus dem Intervall [0,1]: z; . Dann berechnet man x; = F_l(zi)

und erhélt damit Zufallszahlen aus der Verteilung von F, sofern diese eine stetige Verteilungsfunktion ist.
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2.4 Spezielle stetige Verteilungen @

& Stetige Gleichverteilung
& Exponentialverteilung
& Pareto-Verteilung

& Normalverteilung

& Lognormalverteilung

Def.: Die Zufallsvariable X hat eine Exponentialverteilung mit Parameter A > 0, falls ihre Dichte durch

L AX >
f(x) = Ao x=20 gegeben ist; wir schreiben: X ~ Exp(4).
0 x<0

Bem.: Einige Dichten von Exponentialverteilungen in Abb. 18 zeigen den Einfluss des Parameters A: Je
grofler dieser Wert, desto mehr Wahrscheinlichkeit befindet sich nahe bei 0 und die Dichtefunktion nimmt
rasch mit wachsendem x ab.

Satz (Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung):

_ Ax >
X ~ Exp(4) hat die Verteilungsfunktion: F(x) = I-e x20
0 x<0
f(z)
A=3-4
A=24
A=1-4
T i-_.._~ - z
0 1 2 3
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Abb. 19: Verteilungsfunktionen verschiedener Exponentialverteilungen

Satz (Quantile der Exponentialverteilung):

X ~ Exp(A4) hat die Quantilfunktion x

1 1
» :z.ln(_)

l-p

Bem.: Fiir den Median einer Exponentialverteilung ergibt sich: x; s = % ‘In(2) = 0,6;31 .

Satz (Erwartungswert, Varianz und Schiefe einer Exponentialverteilung):

X ~ Exp(4), dann gilt: a) E(X) z% b) V(X)= % c) 7n(X)=2

Bem.: Je groBer A, desto kleiner Erwartungswert und Varianz. Die Schiefe hdngt gar nicht von A ab.

Bew.: Diese Parameter berechnet man mittels partieller Integration, wir tun dies nur fiir den Erwartungswert,
um die Vorgangsweise zu illustrieren.

B = Jxf@edr = [x-(ie?)dr = x-(e )|
0 0

[fg fg [f.g

Satz (Gedichtnislosigkeit der Exponentialverteilung):
X ~Exp(4), dann gilt: P(X>¢+s|X>¢t) = P(X>y)

Bem.: Interpretiert man die Zufallsvariable als Lebensdauer, so ist
o P(X>ys) die Wahrscheinlichkeit, den Zeitpunkt s zu iiberleben (von Beginn an);

o P(X>t+s|X>t) die Wahrscheinlichkeit, mindestens s weitere Zeiteinheiten zu leben, wenn man
schon ¢ Einheiten ,,alt* ist (X >17).

Diese beiden sind fiir Exponentialverteilungen gleich. Das erreichte Alter spielt also keine Rolle fiir das
weitere Uberleben; es ist, als ob die Zeit von Neuem anfangen wiirde.

Bem.: Gilt fiir eine stetige Zufallsvariable die Gedéchtnislosigkeit, so ist sie schon exponentialverteilt. Gilt
fiir eine diskrete Zufallsvariable diese Eigenschaft, so ist sie geometrisch verteilt.

Bew.: Nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und der Verteilungsfunktion einer Exponential-
verteilung hat man:
P(X>t+s5) 1-F(t+s) e+
P(X>1) 1-F(t) e

P(X>1+s|X>1) = = e * = 1-F(s) = P(X>s)

B24: Unterstellt man, dass die Lebensdauer X bestimmter Glithlampen (in Stunden) keinem Alterungspro-
zess unterliegt, so kann man mit Exponentialverteilung modellieren; fiir die erwartete Lebensdauer gel-
te 800 [h].
a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Glithlampe léanger als 1000 Stunden brennt?
b) Welche Brenndauer wird nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 10% tiberschritten?
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a) Die Gliihlampe ist ,,zufdllig ausgewéahlt”. Wegen E(X) = % =800 ergibt sich A= ﬁ

Die Uberlebenswahrscheinlichkeit ist:
—2-1000 e
P(X>1000) = 1-F(1000) = e = ¢ 800 = 0,29

b) Wieder muss man die Aussagen auf ,,zuféllig gezogene* Lampen beziehen. Gesucht ist der 90%-Punkt
1 1
der Verteilung: xy9 =—-In(———) =...=1842.07
& X9 = (1 — 0,9)

Def.: Fiir eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F(x) und Dichte f(x), die als Lebensdauer inter-
pretiert wird, heif3t

S(x) =1-F(x), x>0 Uberlebensfunktion (survivor function);
e s il (e ee)
1-F(x)

Bem.: Angenommen, die Lebensdauer sei grofer als x. Die Frage ist, ob X — dadurch bedingt — nur mehr Ax
Zeiteinheiten lebt. Fiir diese bedingte Wahrscheinlichkeit gilt:

P(x<X<x+Ax) = Fx+Ax)-F(x) _ f(x)-Ax

PX>x) S(x) T S(x)
Fiir ein kleines Zeitintervall Ax — 0 wird die angegebene Naherung gut. Man kann die Ausfallrate als ,,be-
dingte Wahrscheinlichkeit des Ausfalls pro Zeiteinheit zum Zeitpunkt x* auffassen, es gilt sogar:

P(x<X<x+Ax|X>x) = = h(x)-Ax

P(x<X<x+Ax| X >x)
Ax

h(x) = lim
Ax—0

Satz: Fiir eine Lebensdauerverteilung X mit 7y =[0, ) Verteilungsfunktion F(x), Uberlebensfunktion S(x)
und Ausfallrate h(x) gilt:

F(x) = 1-S(x) = 1—exp[—f h(t)~dt}
0

Bem.: Aus der Ausfallrate kann man also durch Integration sowohl Verteilungsfunktion als auch Uberlebens-
funktion berechnen. Die Ausfallrate charakterisiert eine Lebensdauerverteilung.

Bew.: Es gilt h(x)= —di(ln(S(x))), wie man leicht durch Ausdifferenzieren bestitigt. Daher ist In(S(x))
X

eine Stammfunktion von h(x). Setzt man noch die Grenzen 0 und x ein und wendet die Exponentialfunktion

an, so erhélt man das Ergebnis.

Satz (Ausfallrate der Exponentialverteilung):
X ~ Exp(4), dann gilt: h(x)=4

Bem.: Die konstante Ausfallrate der Exponentialverteilung entspricht genau der Gedéchtnislosigkeit.
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2.4 Spezielle stetige Verteilungen @

& Stetige Gleichverteilung
& Exponentialverteilung
& Ppareto-Verteilung

& Normalverteilung

& Lognormalverteilung

Def.: Eine Zufallsvariable X mit Trager 7x =[c, ) heiflt Pareto-verteilt mit den
Parametern & >0 und ¢ >0, wenn die Verteilungsfunktion F(x) wie folgt festgelegt ist:

C

a

1- (—) xX=c

F(x):= { X ; wir schreiben X ~ Par(e, ¢)
0 x<c

Bem.: Man bezeichnet in einem allgemeinen Kontext die Uberlebensfunktion S auch als Uberschreitensfunk-
tion. Fiir die Uberschreitensfunktion einer Pareto-Verteilung gilt also (nach Logarithmieren) eine lineare
Beziehung zwischen den logarithmischen Variablen:

a

S(x):[ija und damit: In(S(x)) = 1n(§) = a-In(c)—a-In(x)

Bem.: Pareto hat empirisch diese logarithmische Beziehung fiir 6konomische Daten ,,bestdtigen™ konnen. Er
untersuchte das Einkommen X in wohlhabenden Haushalten (die Beschrankung auf Einkommen > ¢).

Abb. 20: Dichte und Verteilungsfunktion einer Pareto-Verteilung

Satz: Eine Pareto-verteilte Zufallvariable mit den Parametern & >0 und ¢ >0
hat eine Dichtefunktion f(x) mit:

Ca

a - —_—
fx)={ 1"
0 x<c

x=c
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B25:

a)
b)

b)

Studierende einer exklusiven Privatuniversitét ,haben® ein verfiigbares Monatseinkommen von min-
destens 1500 €. Auf Basis eines Pareto-Modells mit den Parametern o = 2,1 und ¢ = 1500 I6se man
folgende Aufgaben:

Berechnen Sie den Median der Einkommensverteilung.

Wie viel Prozent der Studierenden haben mehr als 2500 € zur Verfligung?

Zu losen ist die Gleichung F(x)=0,5, also

o
1—(£j =05 oder «- ln(ij = In(0,5) bzw. a-In(c)—ea-In(x) = In(0,5)
X X
Setzt man die Parameter ein, so erhélt man als Median x; s =2086,6.
c o
Wir berechnen S(x) = [—j = 1-F(x) durch Einsetzen der Parameter des Modells:
X
2,1
S(2500) = 1500 =0,342.
2500

Satz (Erwartungswert und Varianz der Pareto-Verteilung):

2
X ~ Par(1), dann gilt: a) E(X)= “—cl falls a>1  b) VX)=—2C  _ falls @ >2

a- (@-2)a-1)*

Bem.:

Die Integrationen sind nicht schwer, wir lassen sie weg.
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2.4 Spezielle stetige Verteilungen

& Stetige Gleichverteilung
& Exponentialverteilung
& Pareto-Verteilung

& Normalverteilung

& Lognormalverteilung

| [#]

Def.: Eine Zufallsvariable X hat eine Normalverteilung mit Parametern x# € R und o’ (0>0),

wenn sie die Dichte

_l(ﬂjz
f(x)= 12 e 2N O xeR besitzt; wir schreiben X ~ N(x, 02) .
o+27

Def.: Die Zufallsvariable U hat eine Standard-Normalverteilung, wenn sie normalverteilt ist

mit #=0 und o> =1, d. h. U~N(0,1)

Bem.: Die Standard-Normalverteilung hat also die Dichte ¢(u) =

1 >

u
e ? ueR.

Satz: Ist U standard-normalverteilt, so ist die affin-lineare Transformation X:=u+o-U (o >0)

normalverteilt mit Parametern # € R und o?

Bem.: Die Dichtefunktion einer allgemeinen Normalverteilung geht durch Strecken bzw. Stauchen und Ver-

schieben aus der Dichte ¢ der Standard-Normalverteilung hervor.

o(u)

Abb. 21: Dichte der Standard-Normalverteilung

— N(0,1)

- N(014)

- N(2,1)
—T—Tzr R T T T T
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
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Abb. 22: Dichten verschiedener Normalverteilungen

Satz (Eigenschaften der Dichtefunktionen der Normalverteilung):

u=""# @(u) f(x)
o
Maximum bei u=0 X=u
Symmetrisch zu u=0 X=u
Asymptoten ou)—>0, u— =t f(x)>0, x— 1o
Wendepunkte bei u==l1 x=utl-o

Def. (Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung):
Die Verteilungsfunktion von U ~ N(0,1) wird mit ®(«) und bezeichnet und ist

durch folgendes Integral gegeben:

O(u) = T o(t)dt

—00

Bem.: Dieses Integral ist nicht durch die iiblichen, elementaren Funktionen darstellbar, es muss numerisch
ausgewertet werden — es gibt ausreichende Tabellen dazu oder man nimmt EXCEL oder eine andere
Rechenhilfe, wo das Integral mittels Approximationsmethoden ausgewertet wird.

@ (u)

0.5

Abb. 23: Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

Def. (Quantile der Standard-Normalverteilung):
Die eindeutige Losung der Gleichung @(u) = p , das so genannte p-Quantil, wird mit u, bezeichnet.

Bem.: Als stetige Verteilung hat die angegebene Gleichung eine eindeutige Losung; die Losung muss aus
Tabellen abgelesen werden, da die Verteilungsfunktion nicht durch einen elementaren Funktionsterm dar-
stellbar wird. Heute liest man die Quantile aus EXCEL oder anderen Rechenhilfsmitteln ab.

Satz (Symmetrie von Verteilungsfunktion und Quantilen): U ~ N(0,1), so gilt
a) Ou)=1-0(-u) b) u,=-u_,
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Bem.: Man kann sich das leicht aus der Symmetrie der Dichtefunktion graphisch herleiten.

Satz (Erwartungswert und Varianz der Standardnormalverteilung):
U~N(0,1),dann gilt a) E(U)=0 b) V(U)=1

Bew.: a) ist eine unmittelbare Folge der schiefen Symmetrie des Integranden fiir den Erwartungswert:
u- () =~(~u-p(-u)).

b) Nach dem Verschiebungssatz und a) hat man fiir die Varianz:
V(U) = E(U")-(EU))* = E(U).

Diesen Erwartungswert berechnet man mit partieller Integration:

o0

EUY = Julep@)di = ul-pw)| - [1(pw)di= 0-(-1)=1

[f-g f-g| -[f'g
Dazu verwendet man: i) u-@(u) hat Stammfunktion —@(u) (durch Ausdifferenzieren leicht zu bestéti-
gen),

if) lim u-@(u) = 0 ,ebenso fir u —>—o0 und i) [ @(u)-du = 1.

U—>00 —©

B27: Fiir U~ N(0,1) bestimme man (mit EXCEL etc.):
a) P(U>0,5) sowie P(-1<U<2)
b) den 20%- und 70%-Punkt der Verteilung von U
¢) den Wert von b, so dass P(-6b<U<b)=0,9

a) P(U>0,5=1-P(U<0,5)=1-®(0,5)=1-0,6915=0,3085
P(-1fU<L2)=D(2)-D(-1)=D(2)- (1-D(1))=0,9772 - (1-0,8413) = 0,8185
Den letzten Zwischenschritt braucht man nur bei Tabellen, weil diese nur fiir # >0 vorhanden sind.

b) Das 0,2- bzw. 0,7-Quantil erhélt man leicht in EXCEL: u, =-0,8416 und u; =0,5244.

Arbeitet man mit Tabellen, muss man u , =—u¢ niitzen und allenfalls Tabellenwerte interpolieren.

Satz (Verteilungsfunktion und Quantile der aligemeinen Normalverteilung):

Zwischen den Zufallsvariablen X ~ N(, 0'2) und U~ N(0,1) bestehen folgende Bezichungen:

X—
U=2"#_N(©,1) X=u+0-U~N(y,o?)
. . X—u
Verteilungsfunktion D( ) F(x)
o
Quantile up:xp—,u X,=H{+0 U,
o
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Bew.: Nur fiir die Verteilungsfunktion; man hat

F(x)=P(X<x) = P(%s%) = P(US%) = cp(%)

B28: Sei X ~N(u=2, o’ = 25) . Man bestimme
a) P(X>3) sowie P(0<X<2)

b) den 80%- und 95%-Punkt der Verteilung von X
¢) den Wert von b, so dass P(2—-b<X<2+5)=0,9

a
) P(X>3) = 1-P(X<3)=1-FQ3)
= 1- cp(%) =1-®(0,2)=1-0,5793 = 0,4207
P(0<X<2) = F(2)-F(0)
= cb(%) - cb(os;z) = ®(0)— D(=0,4) = 0,5— (1-0,6554) = 0,1554

b)

Xog = H+0C ugy=2+5-(0,8416) = 6,208

Xgos = H+ 0 Uggs = 2+5-(1,6449) =10,224
c)

PQ2-b<X<2+b)

F(2+b)—F(2-b)
2+bH-2 2-b
O - )—D( -

=2 b b b
)—q)(g)—(l—@(g))—2'CD(§)—1—0=9

09+1

Daraus ergibt sich b als Losung von CD(%) = =0,95,d. h,, % =1y 95 =1,645, und damit ist b=8,224

Def.: Ist x:=E(X), so nennt man ein Intervall [ ¢ —a, y + a] zentrales Schwankungsintervall der Breite a.

Bem.: Ist X ~ N(u, o%), nennt man zentrale Schwankungsintervalle der Breite A-o auch A-sigma-Bereiche.

B: Ist X~ N(y, 0'2) , S0 haben die zentralen sigma-Bereiche folgende Wahrscheinlichkeiten im Vergleich
zu den Abschitzungen aus der Tschebyscheff-Ungleichung:

P(u-oc<X<u-o) = 0,683 ——
P(u-2-0<X<u-2.0) = 0,954 >0,75 | nach Tschebyscheff
P(u-3-0<X<u-30) = 0997 >0,89

Bem.: Die Abschitzungen aus der Tschebyscheff-Ungleichung sind fiir praktische Zwecke ziemlich wertlos,
ihre Vorteile liegen in theoretischen Folgerungen daraus.

Bem.: Normalverteilungen sind dann als gute Modelle zu erwarten, wenn sich der Wert der tatséchlich zu
messenden GroBe als Summe von vielen kleinen Abweichungen zusammen setzt. (vgl. den Zentralen Grenz-
verteilungssatz). Insbesondere denkt man sich Fehler (bei Messungen in der Physik oder bei Abweichungen
von SollgréBen in der Produktion) als entstanden durch das Zusammenwirken vieler kleiner Einflussgréf3en.
Daher modelliert man Fehler gerne und erfolgreich mit der Normalverteilung. Fehler tauchen auch auf als
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Abweichungen von Daten von einem Modell, das man Daten unterstellt. Auch hier ist es iiblich, diese Fehler
mit der Normalverteilung zu modellieren.

48



2.4 Spezielle stetige Verteilungen @

& Stetige Gleichverteilung
& Exponentialverteilung
& Pareto-Verteilung

& Normalverteilung

& Lognormalverteilung

Def.: Die Zufallsvariable Y mit dem Trager [0, ) heifit lognormalverteilt, wenn X :=In(Y) normalverteilt

ist, und zwar mit denselben Parametern xR und o2 >0 ; wir schreiben Y ~ LN(z, 0'2)

Bem.: Man kann auch umgekehrt feststellen, dass Y :=e* lognormalverteilt ist, wenn X normalverteilt ist.

Satz (Verteilungsfunktion und Dichte der Lognormalverteilung): Fiir Y ~ LN(z, 0'2) gilt

Verteilungsfunktion von Y Dichtefunktion von Y

cD(—lny_”j y>0 L-q)(lny_”) y>0
Fy= { o fy(= { o o

0 y<0 0 y<0

Bew.: Wegen der Monotonie des Logarithmus hat man (Y <y)=(InY <lIny), d. h., die beiden Ereignisse

haben dieselbe Wahrscheinlichkeit. Das erste Ereignis fiihrt zur Verteilungsfunktion von Y, das zweite — nach
entsprechender Standardisierung — zur Standardnormalverteilung. Die Dichtefunktion erhdlt man durch
Differenzieren.

£(x)
0.5 — LN(L,1)
LN(1,2)
----- LN(2,1)
—— LN(2,2)

Abb. 24: Dichtefunktionen verschiedener Lognormalverteilungen
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Satz (Erwartungswert und Varianz der Lognormalverteilung):

Y ~LN(, 0%), dann gilt a) E(Y)=e“"" /2 b) V(Y)=e*% .(e7 =1) ©) yos=e”

Bem.: Die Notation hinsichtlich der Lognormalverteilung ist nicht einheitlich. Manchmal findet man auch die

Parameter £=¢” und 7 =¢ in Verwendung. Einige Formeln gestalten sich dadurch einfacher. Der Zu-

sammenhang mit der zugehdrigen Normalverteilung geht aber verloren.

Bem.: Lognormalverteilungen haben immer eine positive Schiefe, sind also linkssteil. Interessante Anwen-
dungen finden sich zur Analyse von Renditeverteilungen am Aktienmarkt.

B31: Zur Analyse der verfligbaren Einkommen (in 1000 €) in einer Gesamtheit von Haushalten verwende

man die Lognormalverteilung mit den Parametern #=0,9 und o2 =0,1. Man berechne

a) Erwartungswert, b) Standardabweichung und c¢) den Median dieser Verteilung.

Man setzt einfach in die Formeln ein und erhilt:

a) E(Y)=e%*"2 22586  b) o(Y)=e*" " *2.4e% —1=0,839 ¢) yos=e”’ =2,460
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2 Zufallsvariable und ihre Verteilungen

L@1nhaltsverzeichnis

2.1 Grundbegriffe

2.2 Verteilungsparameter

2.3 Spezielle diskrete Verteilungen
2.4 Spezielle stetige Verteilungen
2.5 Mathematische Ergdanzungen

2.5 Mathematische Ergdanzungen
& Borel-Mengen und Verteilung einer Zufallsvariablen

%%
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2.5 Mathematische Ergdanzungen

3 Borel-Mengen und Verteilung einer Zufallsvariablen

%%

Mit Hilfe der Verteilungsfunktion F einer Zufallsvariablen X kann man ganz einfach die Wahrscheinlichkeit
dafiir angeben, dass X in ein gegebenes Intervall fillt. Aus der Verteilungsfunktion lésst sich jedoch auch fiir
allgemeinere Mengen B von reellen Zahlen die Wahrscheinlichkeit

P(XeB)=P({we X(w) e B})
bestimmen. Beispielsweise, wenn B die Vereinigung von disjunkten Intervallen ist, ergibt sich P(X € B) als

Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Intervalle.

Satz: Man kann mathematisch beweisen, dass durch die Verteilungsfunktion von X die Wahrscheinlichkeiten
P(X e B) fiir alle B e £ bestimmt sind. Dabei ist £das Mengensystem der so genannten Borel-Mengen.

Def.: Das Mengensystem £ der so genannten Borel-Mengen besteht aus gerade jenen Mengen, die sich durch
wiederholte Ereignisoperationen aus Intervallen bilden lassen.

Satz: Die Borel-Mengen bilden eine Ereignisalgebra.
Die Borel-Mengen bilden sogar eine Ereignis-o-Algebra.
D. h.: Nicht nur die Vereinigung von endliche vielen Mengen in £ ist wieder eine Menge in £ auch wenn

abzdhlbare viele Borel-Mengen vereinigt werden, fiihrt das immer zu einer Borel-Menge.

Bem.: Alle fir Anwendungen interessanten Mengen sind Borel-Mengen; es handelt sich zudem meist noch
um recht einfache Borel-Mengen, ndmlich im Wesentlichen alle Arten von endlichen oder unendlichen
Intervallen und deren Vereinigung. Es ist sogar ausgesprochen schwierig, iiberhaupt eine Menge zu finden,
die keine Borel- Menge ist; diese Mengen sind einer einfachen Vorstellung nicht zugéanglich.

Def.: Die Funktion B — P(XeB), BeF

heiflt Wahrscheinlichkeitsverteilung oder einfach nur Verteilung von X.

Satz: Diese Verteilung von X ist durch ihre Verteilungsfunktion
x = F(Xe(-»,x]), xeR
bereits eindeutig festgelegt.

Bem: a) Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen X ist bereits durch die Einzelwahrscheinlichkeiten
p;=P(X=x;), j=L3,... bestimmt.

b) Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X ist durch ihre Dichte f(x) eindeutig festgelegt.
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3 Gemeinsame Verteilung und Grenzwertsatze

MANFRED BOROVCNIK

Zusammenfassung: Diese Kurzfassung ersetzt nicht das Studium des Lehrbuches.

Druckfehler bitte riickmelden. Einige Links funktionieren schon.

L@ Inhaltsverzeichnis

3.1 Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen
3.2 Grenzwertsatze

3.3 Erganzungen

In Kapitel 2 wurden einzelne Zufallsvariable im Hinblick auf ihre Verteilung untersucht. In vielen Anwen-
dungen untersucht man dagegen das gemeinsame Auftreten mehrerer Merkmale und ihre wechselweisen
Abhingigkeiten. In der schlieBenden Statistik hat man es regelméBig mit mehreren Zufallsvariablen zu tun.
Dabei werden aus den beobachteten Realisationen wiederholter, gleichartiger Zufallsvorgdnge Schlussfolge-
rungen gezogen. Speziell werden Summen von Zufallsvariablen untersucht, weil diese fiir die Verfahren in
der schlieBenden Statistik besonders wichtig sind. Zuerst werden Erwartungswert und Varianz von Summen
behandelt. Dann wird die Konvergenz von Summen behandelt (Schwaches Gesetz der GroBlen Zahlen) und
die Verteilung ndherungsweise bestimmt (iber den Zentralen Grenzverteilungssatz). Ergdnzt wird das Kapitel
durch FEinfiihrungen in die multivariate Normalverteilung, den Poisson-Prozess und die Monte-Carlo-
Simulation.

3.1 Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen
& Gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen
& Gemeinsame Verteilung von n Zufallsvariablen
& Summen von unabhdngigen Zufallsvariablen

Kann man aus dem Alter X(w) einer Person @ auf das vermutliche Abschneiden Y (w) bei einer Priifung

schlieBen? Wie beschreibt man die gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen? Wie modelliert man,
dass zwei Zufallsvariable unabhéingig sind, wie misst man ,,Grade™ eines stochastischen Zusammenhangs
zwischen den Zufallsvariablen. Wie iibertrdgt man die Begriffe auf mehr als zwei Zufallsvariable? Wie
bestimmt man den Erwartungswert und die Verteilung von Summen mehrerer Zufallsvariablen?

Exzerpt aus Mosler/Schmid: Wahrscheinlichkeitsrechnung und schlieRende Statistik



w
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Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen @ E

Gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen
Gemeinsame Verteilung von n Zufallsvariablen
Summen von unabhéangigen Zufallsvariablen

Qe

Die genannten Begriffsbildungen werden mit zwei Zufallsvariablen entwickelt.

Def.: Die Zufallsvariablen X,,X,,..., X, beziehen sich auf ein und denselben Zufallsvorgang; d. h. sie sind
alle auf derselben Ergebnismenge () definiert:
X, :Q—->R.
(X;,X;,...,X,,) heiit dann Zufallsvektor.

Bem.: Wenn der Zufallsvorgang das Ergebnis @ e hat, nehmen diese Zufallsvariablen gemeinsam die
Werte X;(®),X,(®),...,X,(®) an. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung der n Zufallsvariablen
soll untersucht werden. Wesentliche Einsichten bietet schon der Fall n = 2.

Def.: Fiir den Zufallsvektor (X, Y) heif3it
Fry: R = [0,1]
Fgy (%, ) = PX=Zx,Y<y)
P{w| X(w)<x und Y(w)<y})

die gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y.

Bem.: Wir schreiben F(x, y) statt F (x, y) und verwenden X und Y statt X,,X, .

Satz (Eigenschaften einer zweidimensionalen Verteilungsfunktion):

1. F(x, y) wéchst monoton in beiden Variablen x und y.
2. P(aq,£X<b,a,<Y<bh)) = F(b,b,)+F(a,a,)—(F(a;,b,) +F(a,, b))

3. Fi(x) = lim F(x,y) firalle xR und analog fiir F, ()

y = ®

Bem.: 2. gibt die Wahrscheinlichkeit des Rechtecks (a,, b,]x(a,, b,] an. Die folgende Abbildung zeigt, dass

die Wahrscheinlichkeit durch die entsprechenden ,,Quadranten” berechnet werden kann. 3. zeigt, dass man
aus der gemeinsamen Verteilungsfunktion von X und Y auch die der so genannten Randverteilungen von X
bzw. Y isoliert zuriick gewinnen kann.




Abb. 1: Wahrscheinlichkeit, dass (X, Y) in ein achsenparalleles Rechteck fallt

Def.:

Die Zufallsvariablen X und Y mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion F(x, y) heillen stochastisch
unabhdngig, wenn gilt:

F(x,y) = Fy(x)-Fy(») firalle x,yeR

Bem.: X und Y sind also genau dann stochastisch unabhéngig, wenn sich ihre gemeinsame Verteilungsfunk-
tion durch Multiplikation der beiden Randverteilungsfunktionen ergibt. Es ist keine zusétzliche Information
notwendig dariiber, wie die beiden Zufallsvariablen gemeinsam variieren. Man kann es auch so ausdriicken:
alle Ereignisse, die nur X betreffen sind von allen Ereignissen, die nur Y betreffen, unabhéngig: Die Wahr-
scheinlichkeit des gemeinsamen Auftretens von (X <x) und (Y < y)ergibt sich als Produkt der Einzelwahr-

scheinlichkeiten.
B1: Untersucht werden die Brenndauern zweier Glithlampen.
a) Die Zufallsvariablen X und Y bezeichnen die Brenndauern zweier Glithlampen aus zwei verschiedenen
Produktionslosen. Die gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y sei durch
l-e*—eV+e” falls x>0,y>0
F(x, ») = { g
sonst
gegeben. Die Randverteilungsfunktionen sind beide exponentialverteilt mit A =1; sei nur die Vertei-
lungsfunktion von X angegeben:
l—-e™* falls x>0
Fe(x) = {
0 sonst
Offenbar gilt hier die Produkt“regel” F(x, y) = F;(x)-F,(»); d.h., X und Y sind stochastisch unab-
héngig.
b) Die Zufallsvariablen Z und V mogen nun die Brenndauern von zwei Glithlampen aus demselben

Produktionslos reprisentieren. Die gemeinsame Verteilungsfunktion von Z und V sei durch
{(1 —e)(1—e)-(I+1e™™)  falls z>0,v>0

sonst

F(z,v) =

gegeben. Fiir die Randverteilungsfunktionen ergeben sich wiederum fiir Z und V Exponentialvertei-
lungen mit A =1, wie man sich leicht tiberzeugt.

Z und V haben zwar die gleichen Randverteilungen wie X und Y in Teil a), die gemeinsamen Vertei-
lungen sind jedoch verschieden. Im Gegensatz zu X und Y sind Z und V abhingig.

Bem.: Im Allgemeinen wird die gemeinsame Verteilungsfunktion durch die Randverteilungsfunktionen nicht
eindeutig bestimmt, wie man aus dem obigen Beispiel sieht.




Satz: Zufallsvariable X und Y sind stochastisch unabhingig; g und h beliebige reellwertige Funktionen.
Dann sind auch die beiden Zufallsvariablen g(X) und h(X) stochastisch unabhéngig.

Bem.: Die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen wird auf die Transformierten der Zufallsvariablen ,,vererbt".

B1f: X und Y sind unabhingige Lebensdauern. Die neuen Zufallsvariablen X* und Y? sind nach dem
Satz auch unabhingig.

Def.: Zwei Zufallsvariable X und Y heillen gemeinsam diskret verteilt, wenn es endlich viele (oder abzahl-
bar unendlich viele) Werte x;, x,, ... und y,, y,, ... gibt, so dass
22 PX=x,Y=y,) =1

Jj k

Bem.: Man nennt die p ;, =P(X=x,,Y = y,) auch diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion von (X,Y).

B: Die folgende Tabelle gibt eine diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion zweier Zufallsvariablen an. Aus
der Tabelle liest man u. a. ab: P(X=0,Y =1)=0,1. Die gemeinsame Verteilung kann man sich durch

ein Stabdiagramm veranschaulichen.

Gemeinsame diskrete
Wahrscheinlichkeitsfunktion

Gemeinsame Y Rand-
Verteilung 0 1 7 | verteilung X
X 0| 0,1 0,1 0,2 0,4
1 03 02 01 0,6
Rand-
verteilung Y 0.4 03 03 1

Abb. 2: Gemeinsame diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion als Stabdiagramm

Def.: X und Y sind gemeinsam diskret verteilt mit diskreter Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(X=x,;,Y=y,). Unter den Randverteilungen von X bzw. Y verstechen wir die Ausdriicke:

PX=x,)=2PX=x,Y=y) bzw. P(Y=x,) =Y PX=x,Y =y,)
k J

Bem.: Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt die erste Summe genau die Wahrscheinlich-
keit, dass X den Wert x; annimmt. Die Verteilungen von X und Y fiir sich (ohne die gemeinsame Vertei-

lung) heiflen auch Randverteilungen — sie erscheinen am Rand der Tabelle mit den Wahrscheinlichkeiten fiir
das gemeinsame Auftreten von X und Y.




Bf:

Die Randverteilungen im obigen Beispiel veranschaulicht man auch durch Stabdiagramme.

Randverteilung von Y Randverteilung von X

Abb. 3: Die Randverteilungen der einzelnen Zufallsvariablen — als Summen iiber Zeilen bzw. Spalten

B 2:

b)

Wir betrachten eine Urne mit N Kugeln; davon seien M rot und N — M weil3.

Es wird zweimal mit Zuriicklegen gezogen. Die Zufallsvariablen X und Y beschreiben die Farbe beim
ersten bzw. beim zweiten Zug:

B { 1 fallsdie erste gezogene Kugel rot ist 3 { 1 falls die zweite gezogene Kugel rot ist

0 fallsdie erste gezogene Kugel weil3 ist 0 fallsdie zweite gezogene Kugel weil} ist

Die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten von X und Y sowie ihre Randwahrscheinlichkeiten sind in der
folgenden Tabelle zusammengefasst:

Y=0 Y =1 Zeilensumme

N-M)\2 _ _

o ( j N-M M N-M
N
2

N
M N-M M
o [
N N
M
N

z|x | =

Spaltensumme

Fiir alle moglichen Ergebnisse bekommt man die Wahrscheinlichkeiten durch Multiplizieren der ent-
sprechenden Randwahrscheinlichkeiten; man kann das fiir alle Eintrdge der Tabelle iiberpriifen — etwa:

N-M M _ px=0)-P(Y=1).
N

P(X=0,Y=1) =
Die entsprechenden Ereignisse sind stochastisch unabhingig.
Es wird zweimal ohne Zuriicklegen gezogen. Die Zufallsvariablen X und Y beschreiben die Farbe

beim ersten bzw. beim zweiten Zug wie in a). Die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten von X und Y
sowie ihre Randwahrscheinlichkeiten sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst:




Y=0 Y=1 Zeilensumme
N-M N-M-1 N-M M N-M

X=0 . .

N N -1 N N -1 N

M N-M M M-1 M

X =1 - el e -

N N-1 N N-1 N
N-M M

Spaltensumme — 1
N N

Man kann wieder probieren, die Wahrscheinlichkeiten des gemeinsamen Auftretens von Werten durch
Multiplizieren der entsprechenden Randwahrscheinlichkeiten zu erhalten; es gilt etwa:

PX=0,Y=1) = 2. M1 s XM M px=0)-P(Y=1).
N N — N N

Die entsprechenden Ereignisse sind nicht stochastisch unabhéngig.

B2 f:

Wie ist die Verteilung von X (Ergebnis der ersten Ziehung), wenn man die zweite kennt, also etwa
(Y =1). Zu bestimmen ist nun — nur Ziehen ohne Zuriicklegen in b):

N-M M
P(X=O|Y=1) _ P(XZOUHdYZI) _ N N-1 _ N-M
P(Y=1] M N-1
N
ﬁ M -1
P(X=1|Y=1) _ P(X=1undY=1) _ N N-1 _ M -1
P(Y =1) M N_1
N

Die beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten ergeben summiert 1; es handelt sich auch um eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. Man spricht auch von der Verteilung in der 2. Spalte. Diese erhélt man aus
den gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten P(X =x;,Y =1), indem man diese durch die Spaltensumme

=P(Y =1) dividiert (,,normiert*). Analog spricht man von bedingten Zeilenverteilungen.

Def: X und Y sind gemeinsam diskret verteilt mit diskreter Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(X=x,,Y = y,). Die folgenden Ausdriicke nennt man bedingte Verteilungen, und zwar:
PX=x,Y=
PX=x,|Y=y,)= x=x, y"); J=12,..
P(Y =y;)
PX=x,Y=
P(Y =y, | X =x,) = X=xY=0) 10
P(X=x,)
sofern die Wahrscheinlichkeit der Bedingung (Y = y,) bzw. (X=x;) groBer als Null ist.
Bem.: Man spricht von bedingter Verteilung von X unter der Bedingung (Y = y,) und schreibt: X |(Y = y,).
Satz: Die gemeinsam diskret verteilten Zufallsvariablen (X,Y) sind genau dann stochastisch unabhingig,

wenn fur alle x; und y, gilt:

PX=x;,Y=y,)=PX=x;)-P(Y =)




Bf:

Die bedingten Verteilungen im Beispiel mit der Tabelle fiir die gemeinsamen diskreten Wahrschein-
lichkeiten gibt man auch in Tabellen an und veranschaulicht wieder durch Stabdiagramme:

Bedingte Y Bedingte unter Y = _
5 . = Spalten-
Verteilungen Summe Verteilungen verteilun
von Y 0 1 2 von X 0 1 2 g
N =01025 025 0,5 1 o =0 (0,25 0,33 0,67 =
unter Wahrschein-
=105 033 ‘ 9,17 1 =1 1075 0,67 033 | | hkeiten
— Zeilen- = Wahrschelphch- der Spalte
. keiten der Zeile auf Summe 1 1 1 auf'1
verteilung . .
1 normiert normiert

Bedingte Verteilung von X unter Y = 0

Bedingte Verteilung von X unter Y = 2

Bedingte Verteilung von Y unter X = 0 Bedingte Verteilung von Y unter X = 1

Abb. 4: Die bedingten Verteilungen von X bzw. Y — noch nicht auf Summe 1 normiert — wie sie in die
gemeinsame Verteilung hineinpassen

Def.:

Zwei Zufallsvariable X und Y heilen gemeinsam stetig verteilt, wenn die gemeinsame Verteilungs-
funktion F(x, ) eine Integraldarstellung hat, d. h., es gibt eine so genannte gemeinsame Dichtefunkti-
on f:R* R mit

Xy
F(x, y) = J' If(z,v)-dz-dv fiir alle reellen xund y.

—00 —00




Satz: Die gemeinsame Dichte eines stetig verteilten Zufallsvektors (X, Y) hat folgende Eigenschaften:

i) f(x,»)=0 und i) [ [f(x,y)-dx-dy=1.  Esgilt ferner

by b
iti) P(a)<X<b,ay<Y<bhy) = [ [f(x,y)dxdy
a a

Bem.: Die Wahrscheinlichkeiten von Rechtecken (a,,b,]x(a,,b,]ergeben sich durch mehrfache Integrati-

on. Ein Beispiel fiir die gemeinsame stetige Dichte ist die zweidimensionale Normalverteilung in folgender
Abbildung.

Abb.5: Gemeinsame Dichte zweier Zufallsvariablen X und Y (zweidimensionale Normalverteilungsdichte)

Satz: Aus der gemeinsamen stetigen Dichte f des Zufallsvektors (X, Y) erhdlt man

a) die Verteilungsfunktion der einzelnen Komponenten X durch Grenziibergang:

X y
Fy (x) =F(x,0) = lim F(x,y)= lim [ [f(z,v)-dz-dv
Yy > © Yy —> ®©

—00 —00

b) die Dichten der Randverteilungen von X durch ,,Ausintegrieren‘:

fy (x) = [f(x,)-dy

Bem.: Analoge Ergebnisse gelten fiir die Randverteilung von Y.

Satz: Hat (X,Y) die gemeinsame Dichte f, so sind die beiden Zufallsvariablen stochastisch unabhingig,
genau dann, wenn fiir alle x und y e R gilt:

f(x,y) = fx(x)-fy (»)




B1 f:

a) Die gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y ist durch
l-e*—eV +e falls x,y=0
F(x, ») = { g
sonst
Die gemeinsame Dichte erhdlt man durch zweimaliges Differenzieren nach y und nach x:
o e’ falls x,y>0
fx, y) = F(x,y) = ’
7 OxOy 4 0 sonst
Aus der gemeinsamen Dichte erhilt man die Randdichten durch Integrieren:
fy(x) = [f(x,y)-dy = [e™7-dy = e, falls x20
—0 0
fy(y) = [f(x,y)-dx = [e™ 7 dx = e, falls y20
-0 0
Alternativ kann man auch die Randverteilungsfunktion differenzieren; etwa fiir X:
fy(x) = iF(x, 0) = i(1 —e) =¢e ", falls x>0
dx dx
b) Die gemeinsame Verteilungsfunktion von Z und V ist
) = {(1 —eF)(I—e)-(1+Lte™™)  falls z>0,v>0
sonst
Die gemeinsame Dichte erhilt man durch zweimaliges Differenzieren:
2 4l (2e = D)(2e -1 >0
fzv) = 2 Fzv) = .. =1 tze Qe -h@er=D zy
0z0v 0 sonst
Fiir die Randdichte von V etwa ergibt sich:
fy(v) = iF(oo, V) = i(1 —e") = e, falls v>0 (wieder 0 fiir v<0).
dv dv
Def.: Mit f(x,y) als gemeinsamer Dichte von (X, Y)und fy(x), fy(») als Randdichten von X bzw. Y
definiert man als bedingte Dichte von X unter der Bedingung (Y = y) den folgenden Ausdruck:
ff(x—(’y)) falls f,(y)>0
fxw=y(x) = { I
0 sonst
Bem.: Analog ist der Ausdruck fy_ (x) zu verstehen, x und y tauschen die Rollen.
Bem.: Der Ausdruck ist analog zur bedingten Verteilung von X unter der Bedingung, dass Y einen bestimm-

ten Wert y, einnimmt, gebildet. Jetzt wird die Schnittkurve des Graphen der gemeinsamen Dichte f(x, y)

mit der Ebene Y = » durch die Normierung mit dem Nenner f, ()) zu einer Dichtefunktion ,,aufgewertet*.




B 1f: Fiir die Glithlampen in Teil b) soll die bedingte Dichte von Z unter der Bedingung V = 2 berechnet
werden. Wir bilden den Quotienten aus gemeinsamer Dichte und Randdichte von V:

—z=2 1, ,72 -z -2
e +-5-e “2e7 -1)-(2e” -1) . B .
f(z,2) : > — e - 036477 (27 —1) 220

e
f, (2)

fzw:z(z) =

0 sonst

Fiir die Bedingung V = 1,5 ergibt sich als bedingte Dichte ein anderes Ergebnis:
f(z, 1,5) e —0,2769-¢7-(2¢°-1) z>0
fvas(@)=—""—"7=..= {

f,(1,5)

Hingegen fiihrt in Teil a) die Berechnung der bedingten Dichte immer zum selben Ergebnis, egal, wel-
che Bedingung Y = y gestellt wird:

e’ x=20
v, (¥) =... :{

0 sonst

0 sonst

Bem.: Sind X und Y gemeinsam stetig verteilt, so hat die Unabhéngigkeit zwischen den beiden Zufallsvariab-
len verschiedene Auspriagungen:

e Es gilt die Produktformel: gemeinsame Dichte = Produkt der beiden Randdichten
e Die bedingten Dichten sind — fiir alle Bedingungen — immer gleich der Randdichte.

Def.: Fiir die Zufallsvariablen X und Y mit gy =E(X) und g, =E(Y) heilit der Erwartungswert

oxy = Cov(X,Y) = B{(X— pix)- (Y- sy )}
Kovarianz von X und Y.

Bem.: Die Auswertung der Kovarianz erfolgt iiber

Doppelsummen > (x ) (e~ y) PX=x,, Y =) falls (X, Y) gemeinsam diskret
J ok

Doppelintegrale j j (x—py) - (y—py)-f(x,y)-dx-dy gemeinsam stetig

- o+

5 o ©

g ®
° : °

Bygresmmmememnnneans
° E
e s ¢
o + ! _
®
Hx

Abb. 6: Ein Koordinatenkreuz im Schwerpunkt der Verteilung erzeugt 4 Quadranten.

Bem.: Durch ein Koordinatenkreuz werden im ,,Schwerpunkt® (g, iy )der gemeinsamen Verteilung 4

Quadranten erzeugt. Das Vorzeichen von (x — g4y ) - (¥ — g4y ) ist im 1. und 3. Quadranten positiv, im 2. und 4.
Quadranten hingegen negativ. Wenn sehr viel Wahrscheinlichkeit im 1. und 3. Quadranten liegt und wenig in
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den beiden anderen Quadranten, so ergibt das eine grofBe Kovarianz. Liegt das Hauptgewicht der Verteilung
hingegen im 2. und 4. Quadranten, so ergibt sich eine grofle negative Kovarianz. Ersteres entspricht einer ,,je
grofler X desto groBer Y*“-Beziehung — einem positiven Zusammenhang; Letzteres entspricht einer ,,je groBer
X desto kleiner Y“-Bezichung — einem negativen Zusammenhang. Die Kovarianz ist aber kein normiertes
MaB fiir den ,,Zusammenhang® zweier Zufallsvariablen, sie kann beliebig gro3e Werte annehmen.

Satz (Eigenschaften der Kovarianz):

1. Symmetrie: Cov(X,Y) =Cov(Y,X)

2. Fehlende Normierung: Cov(X,Y) kann beliebige Werte annehmen.

3. Linearitét in beiden Argumenten: Cov(a+bX,Y)=a+bCov(X,Y) (fiirY analog)
4. Verschiebungssatz: Cov(X,Y)=EXY)-EX)-E(Y)

5. Xund Y stochastisch unabhéngig, dann gilt: Cov(X,Y)=0

Bew.: 4. — man kiirzt die Erwartungswerte wie iiblich durch g, 1, ab. Der Beweis macht von der Additivitat

des Erwartungswerts Gebrauch (wird erst bewiesen) — danach gilt, egal, ob die Zufallsvariablen stochastisch
abhéngig oder unabhéngig sind:
EX+Y)=EX)+E(Y) bzw. E(aX+bY)=aEX)+DbE(Y)
Nun hat man:
Cov(X,Y)

E{X-pux) (Y=puy)} = E{X- Y=g - Y+ X (—py ) ptx - py b =
EX-Y)—ux EY)+EX)-(—py)+px -y =EX-Y)—px-py
Bew. von 5. fiir unabhéngige, gemeinsam diskret verteilte Zufallsvariable — fiir stetige Verteilungen analog:

EXY) = Z;x_,-‘J/k'P(X=x_,~)'P(Y=J/k)
= ij'P(X:xj)Zk: Ve P(Y =)
é(X)E(Y)

Def.: Fiir die Zufallsvariablen X und Y mit o =+/V(X) und oy =+/V(Y) heiit der Erwartungswert
Cov(X,Y)

Ox 'Oy

Pxy =Corr (X,Y) =

Korrelation von X und Y; vorausgesetzt X und Y besitzen endliche positive Varianzen.

Satz (Eigenschaften der Korrelation):
1. Dimensionslosigkeit: p hat keine Benennung (keine Mafleinheit)
2. Normiertheit: —-1< p<1; p==I1 zeigt dabei einen vollstindigen
linearen Zusammenhang an, d. h.: Y =a+5bX

3. Linearitdt in beiden Argumenten (fiir Y analog): Corr(a+bX,Y) = |b|Corr(X,Y)

4. Xund Y stochastisch unabhingig, dann gilt: Pxy =0

Bem.: Der angesprochene lineare Zusammenhang in 2. gilt genau dann, wenn p =*1.
In 4. hingegen gilt der Umkehrschluss nicht: Es gibt Verteilungen mit py, =0, obwohl die beiden Zufallsva-
riablen X und Y stochastisch abhédngig sind.
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Bew.:

1.

2.

Setzt man in die Kovarianz die Zufallsvariablen ein und nutzt die Linearitit des Erwartungswerts, so
erhélt man eine andere Darstellung fiir den Korrelationskoeffizienten als Erwartungswert des Produkts
X— 4y .

Ox

von standardisierten Zufallsvariablen

Corr(X,Y) = E(ﬂ.ﬂ) ‘
Ox Oy
Standardisierte Zufallsvariable tragen keine Dimension — man kann sich vorstellen, dass die Einheiten
herausgekiirzt werden.

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt
| E(X= 1) (Y= )| < {E(X=p)") {E((Y= 1)) = 0y -0,
das ist auch schon der Beweis. Fiir Integrale liest sich diese Ungleichung so:

gl < eI

3. und 4. werden direkt von der Kovarianz ,,geerbt*.

B 3:

Stochastisch abhingige Zufallsvariable konnen Kovarianz und Korrelation 0 haben:
X ~N(0,1) und Y:=X?

Durch die funktionale Abhéngigkeit steht zu vermuten, dass die beiden Zufallsvariablen auch sto-
chastisch abhingig sind; zwei einfache Ereignisse bestétigen das:
P(X>2,Y>4) = P(X>2) > P(X>2)-P(Y>4), weil P(Y>4)<I.

Fiir die Kovarianz ergibt sich (mit Verschiebungssatz; Erwartungswert und Schiefe von X sind 0):

Cov(X,Y)=E(X-X*)-EX)-EX*)=EX*)=0

B 2f:

Fiir zweimaliges Ziehen aus der Urne mit N Kugeln, von denen M rot und N — M weil} sind, ergibt

sich fiir die Korrelation zwischen der ersten und zweiten Ziehung 0, falls mit bzw. —ﬁ , falls ohne

Zuriicklegen gezogen wird. Die beiden Ziehungen beeinflussen sich weniger, je groBer die Anzahl N
aller Kugeln ist. Es ist eine gute Ubung, die Rechnungen selbst durchzugehen.

Satz (Erwartungswert und Varianz von Summen):

a)
b)

¢)

Sind X und Y zwei Zufallsvariable, dann gilt
EX+Y)=EX)+E(Y)
VX+Y)=VX)+V(Y)+2Cov(X,Y)

Falls X und Y stochastisch unabhingig sind, gilt weiters:
VX+Y)=VX)+V(Y)
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Bew. wird nur fiir gemeinsam diskrete verteilte Zufallsvariable (X, Y) erbracht:

a)

E(X+Y) ZZ(X + ) PX=x;,Y = y;)

= Z%{x P(X xj9Y yk)+yk P(X szY yk)}
J

= Zx ZP(X x;, Y= yk)+2yk2 P(X=x;,Y=y)
J
= ZX P(X x)"'ZJ’kP(Y J’k)

= E(X)+E(Y) = ﬂx+ﬂY

b) Beriicksichtigt man die Erwartungswertgleichung in a) so hat man fiir die Varianz:

c)

V(X+Y) = B{X-pux+Y-uy)’}
= E{(X—ux)” +(Y=pty)* +2-(X— tx0) - (Y= 2y )}
= BA{X—ux)*} +E{(Y—py)*} +2- E{(X— pux) - (Y= ty)}
= VX)+VX)+2-Cov(X,Y)
Aus der Unabhéngigkeit folgt Cov (X, Y) = 0; dieser Summand fillt dann in b) weg.

Satz (Erwartungswert und Varianz von Linearkombinationen):

Sind X und Y zwei Zufallsvariable, dann gilt mit a, b € R

a) E@X+bY)=aEX)+bE(Y)
b) V(@@X+bY)=a’V(X)+b*V(Y)+2abCov(X,Y)
c) Falls X und Y stochastisch unabhéngig sind, gilt weiters:
V(@X+bY)=a>V(X)+b*V(Y)
B 4: Seien R, und R die Renditen der Aktien A und B [in %] bezogen auf ein Jahr. Ein Anleger investiert
den Anteil a seines Vermogens in A, 1 — a in B. Die Gesamtrendite Rg ist daher eine Zufallsvariable
RG :a‘RA+(1—a)‘RB
mit folgendem Erwartungswert und Varianz (die Indices geben die Zugehorigkeit zu den entsprechen-
den Zufallsvariablen an):
Ug =a-py+(1—a)- ug,
O'G2 =a’ -O'A2 +(1-a)’ -GBZ +2-a-(1-a)-0, - Og - Pag -
Im Vergleich zur Varianz der Gesamtrendite bei Unabhingigkeit von A und B muss eine ,,Korrektur*
nach oben erfolgen, wenn die Korrelation positiv ist; ist hingegen die Korrelation negativ, so erfolgt
eine ,,Korrektur* nach unten.
B 4f: Anlage B sei festverzinslich zu 5%; Anlage A habe eine erwartete Rendite von 15% bei einer Stan-
dardabweichung von 25%.
a)  Wie gro3 muss der Anteil a in Aktien mindestens sein, wenn die erwartete Gesamtrendite mindestens
10% betragen soll? Wie groB ist dabei die Standardabweichung der Gesamtrendite?
b)  Wie groB darf der in Aktien angelegte Anteil a hochstens sein, wenn die Standardabweichung der

Gesamtrendite 5% nicht tiberschreiten darf?
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b)

Mg =a-py+(1—-a)-py = 10
Dies fiihrt auf: a >0,5. Mindestens 50% sind demnach in Aktien anzulegen. Fiir die Standardabwei-
chung beachte man zunichst: p,z =0, o =0, weil die festverzinsliche Rendite konstant ist. Damit

folgert man weiter: o; =a-0, =a-2520,5-25=125.

Nun muss gelten: o5 =a-o, <5; das fiihrt auf @ <0,2 — hochstens 20% diirfen in Aktien investiert

werden.
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Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen @ E

W
[

Gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen
Gemeinsame Verteilung von n Zufallsvariablen
Summen von unabhéngigen Zufallsvariablen

G

Def. Fiir den Zufallsvektor (X, X5, ..., X,,) hei3it
F: R” - [0,1]
F(xl,X2,,..,xn) = P(XISXI,X2 SX2, ,X an)

gemeinsame Verteilungsfunktion.

Bem.: Die Randverteilung einer Zufallsvariablen X; erhdlt man durch Grenzwertbildung wie bei n = 2

Zufallsvariablen: F;(x;):=Fx (x;) =F(c0, ..., 0,x;,0,...,0) .

Bem.: Zur ubersichtlichen Notation verwendet man Vektoren und Matrizen.

Zufallsvariable X : Zufallsvektor X = (X, X5, ..., X,,)
Erwartungswerte u; = E(X;): Erwartungswertvektor u = (44, fy, ..., i,,)
Varianzen und Kovarianzen O'iz =V(X;) 512 o oy,
o 2
bzw. o;; = Cov(X;, X ;) fir i # . . Oy O o
v X X;) / Kovarianzmatrix: Cov(X)=| 2 % 2n
2
Ot Op2 0 Oy
| oy . b . Korrelationsmatrix:
Korrelationen p;; = Ur i # 7 bzw. p.. =
P i Y Pii L po - P
1 -
Corr(X) = /0:21 L Pan
Pnl P2 1

Bem.: Wie bei n = 2 Zufallsvariablen definiert man fiir Zufallsvektoren X gemeinsam diskret bzw. gemein-

sam stetig verteilt. Eine Darstellung allerdings wie im Fall n = 2 ist nicht mehr moglich (Tabelle der diskreten
Wabhrscheinlichkeitsfunktion bzw. Graph der gemeinsamen Dichtefunktion als Funktionengebirge).

Def: Der Zufallsvektor X heil3t stochastisch unabhdngig, wenn fiir alle x; e R gilt:
F(xp, s Xy ooy x,) =F1(x))-Fo(x;)-...- F(x,)

Satz: Ist der Zufallsvektor stochastisch unabhingig, so gilt fiir gemeinsam stetige Verteilungen eine Produkt-
formel analog zum Fall zweier Zufallsvariablen:

£, s X, X)) =11(0) £ (%) f ()

Bem.: Fiir gemeinsam diskrete Zufallsvektoren gilt eine analoge Produktformel.
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Satz (Folgerungen aus der Unabhiingigkeit):
Seien die Zufallsvariablen (X, X,, ..., X,,) stochastisch unabhangig. Dann gilt:

a) Die Zufallsvariablen sind auch paarweise unabhingig
b) Die Zufallsvariablen sind paarweise unkorreliert, d. h., p;; =0 fiir i # j.

c) Die transformierten Zufallsvariablen (g;(X), g,(X5), ..., g,(X,,) sind ebenfalls unabhingig.

Satz (Erwartungswert und Varianz einer Summe bzw. einer Linearkombination):

Seien X, X,, ..., X,, n Zufallsvariable und g, reelle Zahlen, so gilt:

n

n n

E{Ya X;} = 2a E(X))
i=1 i=1
n n 2 n n

ViXae Xi} = 24" VX)+2 2 ga; Cov(X,;, X))
i=1 i=1 i=1 j=1

J#i

Bem.: In Vektorschreibweise liest man den Satz mit a =(a;, a5, ..., a,) und @' dem transponierten, in eine

Spalte umgeschriebenen Vektor so:
EX, d)=pd VX, d)=a Cov(X)d

Bem.: Die letzte Doppelsumme erstreckt sich iiber die Elemente einer zxn -Matrix, ausgenommen die
Diagonale, wo i = j gilt. Man kann sie auch so notieren:

weil die Matrixelemente wegen Cov (X, X ;) = Cov (X, X;) symmetrisch zur Diagonale sind.

Satz : Sind X, X,, ..., X,, n paarweise unkorrelierte Zufallsvariable und g, reelle Zahlen, so gilt:

V{iai X} = i ai2 V(X;)
i=1 i=1

Bem.: Falls die Zufallsvariablen stochastisch unabhingig sind, sind sie auch paarweise unkorreliert. Somit
gilt die Folgerung der ,,Additivitdt” auch dafiir.

B 6: Ein Anleger besitzt 100 A-Aktien zum Kurs von 50€, 150 B-Aktien zum Kurs von 40€ sowie 50 C-
Aktien zum Kurs von 20€. Die jeweiligen einjdhrigen Renditen [in %] seien mit R4, R und R¢ be-
zeichnet. Fiir Erwartungswerte, Standardabweichungen und Korrelationen der Renditen gelte:

Ha =10, ug =5, e =5, o5 =25,05 =25,0¢ =20, Pa =0,5, pac =055, pgc =0.

Man berechne den jetzigen Wert Py des Portfolios sowie Erwartungswert und Standardabweichung des
Portfolios P; nach einem Jahr.

Der jetzige Wert ist einfach als Summe der Aktienstiicke mal Kurs zu berechnen: Py= 12 000.
Der Wert nach einem Jahr P, ist eine Zufallsvariable:

P, = 100-50-(1+=4)+150-40- (1+~2)+50-20- (1 +

R¢
100 100

100

Erwartungswert und Standardabweichung dieser Zufallsvariablen auszurechnen stellt eine einfache
Anwendung des Satzes iiber Linearkombinationen dar. Das Resultat lautet:

E(P,)=12850; o(P,)=2444,9.
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Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen @ E

w
[

Gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen
Gemeinsame Verteilung von n Zufallsvariablen
Summen von unabhéngigen Zufallsvariablen

QeE

Erwartungswert und Varianz einer Summe von Zufallsvariablen lassen sich aus diesen die entsprechenden
Momente der Summanden herleiten. Fiir andere Parameter, welche die Dichtefunktion oder die Verteilungs-
funktion kennzeichnen, ist der Zusammenhang komplizierter. In Spezialfillen geht auch das.

Def.: X,, X,,..., X, seien n unabhingige Zufallsvariable, alle mit einer Verteilungsfunktion vom selben

n

Typ: X; ~F(A). Hat die Zufallsvariable S:= i X, denselben Verteilungstyp, d. h., es gilt S~ F(1*),
i=1

so nennt man die Familie der Verteilungen vom Typ F(1) reproduktiv.

Satz: X, X,, ..., X; seien k unabhédngige, binomialverteilte Zufallsvariable mit identischem Parameter 7,

k
d. h. X, ~B(n;, ), so ist die Zufallsvariable S:= ) X, auch binomialverteilt, und zwar gilt
i=1

k k
S=2X;~B(Xn, ).
i=1 i=1

Bew. Skizze: Jedes X; ldsst sich als Zahl der Erfolge in einer Bernoulli-Versuchsreihe der Linge n; auffas-

sen; da die einzelnen X; stochastisch unabhingig sind, kann man die Versuchsreihen einfach aneinander

k
reihen und die Gesamtzahl aller Erfolge mit S:= } X, zdhlen. Die Erfolgswahrscheinlichkeit ist iiber alle
i=1

k
n =Y n; Versuche hinweg immer gleich 7 . Daher ist S binomialverteilt mit entsprechenden Parametern.
i=1

Satz: X, X,, ..., X; seien k unabhingige, Poisson-verteilte Zufallsvariable: X, ~Po(y;), so ist die Zu-

k k k
fallsvariable S:= >° X, auch Poisson-verteilt, und zwar gilt S:= > X; ~Po( ;)
j i=1

i=1 i= i=1

B 9: Eine Baufirma betreibt zwei kleine Baustellen und eine GroBhaustelle. Die Anzahl der Arbeiter, die
innerhalb eines Jahres einen schweren Unfall auf einer Baustelle erleiden, sei Poisson-verteilt und zwar
mit u =2 fiir die kleinen und mit x# =10 fiir die grofle Baustelle.

Die Anzahl der Arbeiter, die insgesamt einen Unfall haben, ist dann Poisson-verteilt mit
u=10+2+2.

Satz: X, X,,..., X, seien k unabhingige, normalverteilte Zufallsvariable: X; ~N(,ui,0'l~2), so ist die

k k k k
Zufallsvariable S:= ) X, auch normalverteilt, und zwar gilt S:= >* X; ~N(3_ 4;, Zaiz)
' i=1

i=1 = i=1 i=1
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B 10: Ein Portfolio Y aus A-, B- und C-Aktien mit den Anteilen 40, 50 bzw. 10% ist normalverteilt, wenn

die Renditen der einzelnen Aktien stochastisch unabhdngig und normalverteilt sind. Fiir die folgenden
Erwartungswerte und Standardabweichungen

Up =10, ug =12, - =8, oa=20,05 =25,0-=10,
ergibt sich fiir die Rendite R des Portfolios eine Normalverteilung mit den Parametern

tG =0,4-10+0,5-12+0,1-8=10,8 und o =0,4*-20% +0,52-252 +0,1*-10* =221,25.

Der Wert des Portfolios fiir ein Anfangskapital Y, zum Zeitpunkt ¢ =1 ist eine Zufallsvariable Y; mit

R
Bei der gegebenen Modellierung ist auch diese Zufallsvariable normalverteilt, und zwar mit
2 2
My, = YO-(1+1”T%) und oy,” =Y -(;TT% 2
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3 Gemeinsame Verteilung und Grenzwertsatze

MANFRED BOROVCNIK

Zusammenfassung: Diese Kurzfassung ersetzt nicht das Studium des Lehrbuches.

Druckfehler bitte riickmelden. Einige Links funktionieren schon.

L@ Inhaltsverzeichnis

3.1 Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen
3.2 Grenzwertsatze

3.3 Ergdnzungen

In Kapitel 2 wurden einzelne Zufallsvariable im Hinblick auf ihre Verteilung untersucht. In vielen Anwen-
dungen untersucht man dagegen das gemeinsame Auftreten mehrerer Merkmale und ihre wechselweisen
Abhéngigkeiten. In der schlieBenden Statistik hat man es regelméBig mit mehreren Zufallsvariablen zu tun.
Dabei werden aus den beobachteten Realisationen wiederholter, gleichartiger Zufallsvorgénge Schlussfolge-
rungen gezogen. Speziell werden Summen von Zufallsvariablen untersucht, weil diese fiir die Verfahren in
der schlieenden Statistik besonders wichtig sind. Zuerst werden Erwartungswert und Varianz von Summen
behandelt. Dann wird die Konvergenz von Summen analysiert (Schwaches Gesetz der GroBlen Zahlen) und
die Verteilung ndherungsweise bestimmt ({iber den Zentralen Grenzverteilungssatz). Ergénzt wird das Kapitel
durch Einfilhrungen in die multivariate Normalverteilung, den Poisson-Prozess und die Monte-Carlo-
Simulation.

3.2 Grenzwertsatze
& schwaches Gesetz der groBen Zahlen
& wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit — Konvergenz
& Zzentraler Grenzwertsatz

Fiir die schlieBende Statistik ist die Beurteilung von Mittelwerten und relativen Haufigkeiten aus Daten ein
wesentlicher Punkt. Beides sind Werte von Zufallsvariablen, die sich im Wesentlichen als Summen von
Zufallsvariablen darstellen lassen. Unter bestimmten Gesichtspunkten ,.konvergieren® diese Summen. Das
wird hier untersucht.
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Grenzwertsatze @ E

Schwaches Gesetz der groBen Zahlen
Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit — Konvergenz
Zentraler Grenzwertsatz

w
N

Qe

Aus der Tschebyscheffschen Ungleichung heraus wird gezeigt, dass Mittelwerte von Zufallsvariablen ,,kon-
vergieren®.

Def.: Gegeben ist die Zufallsvariable X und ihre Verteilungsfunktion: X ~F :
Unter Stichprobe von X verstehen wir eine Folge von Zufallsvariablen X, X,, ..., X, , wenn diese

1) alle dieselbe Verteilung wie X haben, d. h., X; ~F und 1i) stochastisch unabhdngig sind.

Von der Stichprobe abgeleitete Zufallsvariable heilen ganz allgemein Stichprobenfunktionen oder
Statistiken; spezielle Statistiken sind:
= n
arithmetisches Mittel: X, :=l > X
n =1

n
Variablensumme: Y, => X,

i=1

Bem.: Man nennt n den Umfang der Stichprobe. Man spricht auch von unabhdngigen Wiederholungen
derselben Zufallsvariablen. Wir betrachten Aussagen iiber arithmetisches Mittel bzw. die Variablensumme in
Abhéngigkeit von n; insbesondere auch den Fall, wie sich Erwartungswert oder Verteilung verhalten, wenn
der Grenziibergang n — oo betrachtet wird. D. h., wir betrachten die Folge von Zufallsvariablen X, X,,... ,
wobei je endliche viele stochastisch unabhéngig sind und alle dieselbe Verteilung haben. Im Folgenden wird
eine neue Art von Konvergenz fiir die Zufallsvariablen eingefiihrt: es sind ja nicht gewohnliche reellen
Zahlen ay, a,,... , die auf Konvergenz hin untersucht werden. SchlieBlich wird die Verteilung des arithmeti-
schen Mittels untersucht; genauer wird aus einem Grenzwertprozess heraus die Verteilung fiir endliche
Stichprobenumfinge n approximiert.

Satz (Erwartungswert und Varianz des arithmetischen Mittels):
X ~ F mit endlichem Erwartungswert 4 und Varianz o’

X, X5, ..., X, eine Stichprobe vom Umfang n.

2
o

Dann gilt: E{X,}=g und V{X,}=".
n

Bew.: Das arithmetische Mittel ist eine Linearkombination der Zufallsvariablen X, mit den Gewichten

a =%. Die Zufallsvariablen sind unabhéngig und daher auch paarweise unkorreliert (Kovarianzen o;; =0

fiir i # j ). Es gilt damit nicht nur fiir den Mittelwert sondern auch fiir die Varianz die vereinfachte Addivitét:

2

EXol =L (u+ it )= u und V{in}::iz-(az+02+...+02):G—
n n n
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Satz (Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen):
Sind X, X,,... unabhéngige Wiederholungen der Zufallsvariablen X; hat ferner X endlichen Erwar-

tungswert x und Varianz o?,ist £>0,s0 gilt:

lim P(‘in—y‘ZS)z 0

n—>0

Bem.: Aquivalent zum Satz ist (iiber Komplementirereignisse) die Aussage:
lim P(‘in—y‘<£) =1

n—»0

Bem.: Das Schwache Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass Abweichungen des arithmetischen Mittels vom
Erwartungswert 4 von mindestens ¢ eine Wahrscheinlichkeit haben, die fiir » — o gegen 0 strebt. An-

schaulich bedeutet der Satz, dass sich die Verteilung von X, mit wachsendem 7 auf den Punkt M zusam-

menzieht.

Bem.: Es gilt ein noch stéirkeres Gesetz, das Starke Gesetz der grolen Zahlen:

P[{a) lim in(a))z,u}J = 1.

Danach fiithren fast alle @ zu arithmetischen Mittelwerten, die gegen u konvergieren. Die Menge der o, fiir

die Konvergenz zutrifft, hat Wahrscheinlichkeit 1. Dies ist allerdings viel schwerer zu beweisen.

Bew.: Die Tschebyscheff-Ungleichung, angewendet auf das arithmetische Mittel, lautet:

V(Xn)
82

P(‘in B> 2) <

_ _ 2
Beachtet man: E{X,} =4 und V{X,}:= g , S0 hat man:
n

2 2
= o /n o
P(‘Xn—,u‘Zg) < = 75
& n-g

der Grenziibergang n — oo ergibt die Aussage des Satzes.

Def.: Eine Folge von Zufallsvariablen Y;,Y,,... konvergiert stochastisch gegen die Zahl 6, wenn
lim P (| Yn—6’|< g) = 1 fiir jedes ¢ >0.Man schreibt: p—-limY, =6
n—»0 n—

Bem.: Hier ist nicht gefordert, dass die Y; dieselbe Verteilung haben oder gar unabhéngige Wiederholungen
derselben Zufallsvariablen sind. Man spricht auch von Konvergenz der Zufallsvariablen nach Wahrschein-
lichkeit. Nicht die Werte der Zufallsvariablen konvergieren gegen &, sondern die Verteilungen ziehen sich
um 6 zusammen. Die Folge der arithmetischen Mittel konvergieren stochastisch gegen den Erwar-
tungswert: p —lim Xy = J7

n—o
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Grenzwertsatze @ E

Schwaches Gesetz der groB3en Zahlen
Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit — Konvergenz
Zentraler Grenzwertsatz

w
N

G

Das Schwache Gesetz der groen Zahlen wird auf relative Haufigkeiten angewendet, um die stochastische
Konvergenz der relativen Héufigkeiten zur Wahrscheinlichkeit abzuleiten. Damit wird die intuitive Verwen-
dung von relativen Haufigkeiten als Schétzwerte fiir unbekannte Wahrscheinlichkeiten gerechtfertigt.

Def.: Wir betrachten eine Bernoulli-Versuchsreihe mit #» unabhéngigen Versuchen. Jeder Versuch fiihrt zum
Ereignis 4 mit Wahrscheinlichkeit 7 . Dann ist die relative Hdufigkeit des Eintretens von 4 eine Zu-
fallsvariable h, mit

— 1 2
hn:=Xn=;ZX,- i

1 falls 4 beim i —ten Versuch eintritt
und X. =
i=1

o falls 4 beim i —ten Versuch ausbleibt

Satz: Die relative Haufigkeit h, in einer Bernoulli-Versuchsreihe konvergiert stochastisch gegen die Wahr-

scheinlichkeit 7: p—limh, =7.
n—©

Bew.: Schon die Definition der relativen Héufigkeit legt diese als speziellen Mittelwert fest. Die X, sind
unabhingige Wiederholungen von X ~ B(l, #) mit Erwartungswert 7 und endlicher Varianz z-(1—7x). Fiir

arithmetische Mittel hatten wir die stochastische Konvergenz schon bewiesen.

Bem: Man beachte, dass die relativen Haufigkeiten keine Zahlen sondern Zufallsvariable sind. Die Konver-
genz ist eine Aussage iiber deren Verteilungen. Die Verteilungen ziehen sich um die Wahrscheinlichkeit 7
zusammen. In der Anwendung muss man sicher stellen, dass die Bedingungen einer Bernoulli-Versuchsreihe
einhalten, was nicht immer leicht ist. Der Satz liefert eine theoretische Aussage und erzwingt nichts {iber das
Verhalten relativer Haufigkeiten in der Wirklichkeit.

Def.: Fiir die unabhéngigen Wiederholungen X, X,,... der Zufallsvariablen X mit Verteilungsfunktion F

liefert eine Stichprobe vom Umfang n das Ergebnis x;, x,, ..., x,, .

Man definiert die empirische Verteilungsfunktion durch:

Fn(x):zl-(Anzahlder X, <x) fir xeR
n

Bem.: Wahrscheinlichkeiten und relative Haufigkeiten stehen in engem Zusammenhang. Fiir unabhéngige
Wiederholungen desselben Experiments konvergieren relative Héufigkeiten stochastisch gegen die Wahr-
scheinlichkeit.

Theoretische Verteilungsfunktion F(x): Empirische Verteilungsfunktion F, (x):
Wahrscheinlichkeit von (X < x) Relative Haufigkeiten von Daten (xi <x )

Es ist zu erwarten, dass die empirische Verteilungsfunktion gegen die theoretische konvergiert, wir miissen
nur noch F,(x) mit einer Bernoulli-Versuchsreihe in Verbindung bringen.
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Satz:

) Y =1 b Ralls X, <x i ein fest ind umabhéngip B(l, ) ~verteilt mit 7 =F(x)
a ;= = , fiir ein festes x, sind unabhangi , r)-verteilt mit 7 =F(x).
PTINEI T 0 falls X, > x g Sig BT i
n
b) F,(x):= L Y, ist das arithmetische Mittel der Y;.
nj=1

c) p-limF (x)=7=F(x)

n—>0

Bew.: Der Beweis ist trivial.
Bem.: Es gelten noch stirkere Sitze (von Glivenko-Cantelli) — die sind aber schwieriger zu beweisen:

i) p—lim [ sup | F,(x) —F(x) |J = 0, d. h., sogar das Supremum der Abstinde zwischen empirischer

n—»o x eR

und theoretischer Verteilungsfunktion geht stochastisch gegen 0. Die Konvergenz ist gleichméaBig.
i1) Zur schwachen gleichméBigen Konvergenz gibt es auch hier wieder eine ,,starke* Variante, ndmlich,
dass die Menge der w, auf der gleichméBige Konvergenz stattfindet, Wahrscheinlichkeit 1 hat.
Bem.: Ist die Zahl der Daten x; groB3 genug, so kann man die theoretische Verteilungsfunktion gleichméfig

iiber ihren ganzen Verlauf durch die empirische Verteilungsfunktion approximieren. Ein Ergebnis, das fiir die
Praxis gar nicht hoch genug bewertet werden kann.
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Schwaches Gesetz der groB3en Zahlen
Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit — Konvergenz
Zentraler Grenzwertsatz
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Die Verteilung der Summe und des arithmetischen Mittels der unabhéngigen Wiederholung einer Zufallsvari-
ablen kann ndherungsweise durch die Normalverteilung beschrieben werden. Dieser zentrale Satz wird
erliutert (nicht bewiesen); seine Konsequenzen werden dargestellt.

Def.: Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert g und endlicher Varianz o2 . Unter der standardisier-

ten Zufallsvariablen versteht man die Transformierte:

U::—X_u
o

Def.: Sind die Zufallsvariablen X, X,,... unabhédngige Wiederholungen der Zufallsvariablen X, so spricht

man auch von iid-Stichproben von X: iid meint independent identically distributed.

Bem.: Falls die Zufallsvariablen X, X,,... alle normalverteilt sind — jetzt nicht notwendigerweise mit

denselben Parametern — so sind Summen, arithmetisches Mittel und standardisierte Summe immer auch
normalverteilt, denn Normalverteilungen sind reproduktiv. Wir notieren die entsprechenden Zufallsvariablen
fiir den im Folgenden wichtigen Fall der unabhéngigen Wiederholung einer Zufallsvariablen:

Summe: Y,=>X;

. . . J
Arithmetisches Mittel: X, =— ) X,
n .

Standardisierte Summe: U, == =

Satz (Zentraler Grenzwertsatz):
Die Zufallsvariablen X, X,,... sind unabhingige Wiederholungen der Zufallsvariablen X mit Erwar-
tungswert £ und endlicher Varianz o?.
Fiir die standardisierte Summe U, von X, X,,..., X, gilt:
lim P(U,<u) = ®(u) fiir alle u €R

n—»o0

Bem.: @ bezeichnet die Verteilungsfunktion der N(0,1). Nach dem zentralen Grenzwertsatz konvergieren

beliebige, standardisierte Summen gegen die Normalverteilung, egal welcher Ausgangsverteilung, nur endli-
che Varianz vorausgesetzt. Der Satz gilt unter sehr allgemeinen Bedingungen: Man kann die identische
Verteilung der Summanden weglassen; man kann leichte Formen der Abhéngigkeit zwischen den Summan-
den erlauben (Ljapunov, Lindeberg).
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Folgerung: Aus der Grenzwertaussage gewinnt man eine Approximation fiir endliche #:
approx n approx __ approx 0_2

U, ~ N, > X; ~ N(nu,no?) Xn ~ N(u,—)

n

n
i=1

Bem.: Es gibt eine Reihe von Untersuchungen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit. Wenn die Zufallsvariab-
le X nicht allzu ,,pathologisch* ist, so reichen eigentlich » =30 Wiederholungen, um ausreichende Approxi-
mationsgiite zu bekommen; wenn die Verteilung sehr a-symmetrisch ist oder sehr viel Wahrscheinlichkeit in
den Ausléufern hat, muss man aber 100 und mehr Wiederholungen in Kauf nehmen.

B 13: Der Rechnungsbetrag eines Gastes in € werde durch die Zufallsvariable X; modelliert. Die Betrdge
seien untereinander unabhingig und identisch verteilt. Als Folge des zentralen Grenzwertsatzes gilt:
Der Abendumsatz ist als Summe der Betrége tliber alle Giste ndherungsweise normalverteilt.
Haben die Betrdge der einzelnen Giste einen Erwartungswert von x# =30 und eine Standardabwei-
chung o =10, so hat man fiir den Abendumsatz Y bei n =60 Gisten:
sy =60-30=1800 und oy =~+/60-10~77,5.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Umsatz grofler als 2000 betrédgt, berechnet man wegen

approx

Y ~ N(1800;77,5) zu:

P (Y >2000) = P(Y_ Ay 5, 2000 _1800) =1-®(2,58)=1-0,9951=0,0049
oy 77,5

B 14: Ist R; die Tagesrendite einer Aktie, so ergibt sich der Kurs K, nach ¢ Tagen in Abhéngigkeit von

Anfangswert K, und den Tagesrenditen zu:
¢ R
K; =Ko [T (I+150) -
i=1

Durch Logarithmieren erhilt man:

R;

t
1nKt=1nK0+Elln(l+100 .

Modelliert man die Tagesrenditen R; durch unabhéngige Zufallsvariable, so ergibt sich die Entwick-

lung der Logarithmen der Tageskurse als Summe von (auch unabhingigen) Zufallsvariablen
In (1+1]E—6), welche nach dem zentralen Grenzwertsatz anndhernd normalverteilt ist. Die Tageskurse

sind daher anndhernd logarithmisch normalverteilt.

Mit den Bezeichnungen E {In (1+ IRTE))} = und V {In(1+ = o? hat man

R;
100
E{lnK,} = InKy+¢-x und V{InK,} = ¢-0°.

SchlieBlich ergibt sich fiir die Entwicklung des Tageskurses (nach langer Zeit ¢):

approx

K, ~ LN(InKg+¢-p, t-c%)

approx

Satz: Ist X~B(n,7),sogilt X ~ N(n-z, n-7r-(1-7x)),d h,

k—nn o
Jrer-(1-7m) )_CI)(k),

P(X<k)~®(
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Bem: Man notiert zur Abkiirzung die Standardisierung durch eine Tilde:

X = X—u und ];::k—_u
o o

2

wobei ¢ und o? Erwartungswert und Varianz der Zufallsvariablen X bezeichnen.

Bew.: Eine binomialverteilte Zufallsvariable X kann als Summe der Indikatoren X; in einer Bernoulli-

Versuchsreihe dargestellt werden:
n unabhdngig
X=X, mit X, ~ Bz)und EX))=7, VX;)=7-(1-7).
i=1

Nach den Zentralen Grenzwertsatz ist daher X anndhernd normalverteilt mit

Hx =n-m und 0'X2 =n-rw-(1-7).

Bem.: Die Binomialverteilung ist diskret, die approximierende Normalverteilung stetig. Zwischen k& und
k +1 liegt bei der Binomialverteilung keine Wahrscheinlichkeit, wohl aber bei der Normalverteilung. Um den
daraus resultierenden systematischen Fehler zu verringern, nimmt man eine Stetigkeitskorrektur vor (man
beachte die ~-Schreibweise fiir standardisierte Werte):

P(X<k)=®(k+0,5)
Fiir Intervalle erhilt man die Stetigkeitskorrektur so:
P(ky <X <ky)=®(ky +0,5)— D (k;—0,5),

denn:

P(X2k)=1-P(X<k —1)~1-®(k—1+0,5).

. 1 o 1
ohne mit Stetigkeits-
o i korrektur
0 =0 2 4 0 = 2 4

Abb. 7: Approximation der Verteilungsfunktion einer Binomialverteilung durch die entsprechende
Normalverteilung — ohne und mit Stetigkeitskorrektur

B 15: Bei der Planung der Wartung von Getrinkeautomaten will man den Arbeitsaufwand im Vorhinein
abschitzen. Hat man 400 Automaten zu versorgen und modelliert man den Ausfall der einzelnen Au-
tomaten durch unabhéngige Binomialverteilungen mit »=1 und 7 =0,05 (fiir die ganze Woche), so
kann man beantworten, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass in einer Woche
a) mindestens 15 Automaten ausfallen, b) nicht mehr als 30 Automaten ausfallen.

Die Automaten formieren zusammen eine Bernoulli-Versuchsreihe. Fiir die Gesamtzahl der Ausfille X
hat man daher eine Binomialverteilung mit n =400 und 7 =0,05. Nach dem zentralen Grenzwertsatz

kann man die Wahrscheinlichkeiten durch die entsprechende Normalverteilung approximieren mit:
Hx =n-7=400-0,05=20 und 0'X2 =n-7-(1-7)=400-0,05-(1-0,05)=19
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a) P(X>15)=1-P(X<14) zl—@(%) =1-®(-1,26) = ®(1,26) = 0,8962
b) P(X<30)~® (%) =®(2,41)=0,9920
Mit einer hohen Wahrscheinlichkeit von fast 0,9 wird man demnach mit mindestens 15 Wartungen
rechnen miissen. Es gibt aber nur ein ,,Risiko* von kleiner als 0,01, dass es zu mehr als 30 Ausfillen
kommen wird.
approx
Satz: Ist X ~Po(u),sogilt X ~ N(u, u#),d h,
PX<k)~d(*—H) = (F)
7=
Bew.: Die Poisson-Verteilung ist reproduktiv. Daher kann man die Verteilung von X ,,zerlegen’ in unabhén-

gige, identisch verteilte Summanden:
n iid P
X =2 X, ;dabeiist X~Po(x) und X; ~Po(—).
i=1 n

Wieder sind die Voraussetzungen fiir den zentralen Grenzwertsatz erfiillt.

B 16: Die mittlere Anzahl der Anrufe in der Rezeption einer Hotelanlage sei 15 pro Stunde. Modelliert man
die Anzahl mit einer Poisson-Verteilung, so nimmt man g =15. Die Wahrscheinlichkeit, dass zwi-
schen 10 und 30 Anrufe einlangen, kann man aus der approximierenden Normalverteilung (mit Stetig-
keitskorrektur ) so ablesen:

30+0,5-15 10-0,5-15
< < ~ 2 — 2 = — — =P

P(10<X<30)~®( NG )—o( 7= )=®(4,0021) — ®(-1,4201) =...= 0,9222

H(n, N,M)
r= = <005

N N

u=n-w
B(n, ) 701, n>50, n-7<9 Po(u)
U =n-7
- (l-7)>9
ocl=n-n-(1-7) n-m-(1-7)
2
o =u
Nu.o?) | e
Abb. 8: Faustregeln, wann die Approximationen der Verteilungen untereinander brauchbar sind @
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3 Gemeinsame Verteilung und Grenzwertsatze

MANFRED BOROVCNIK

Zusammenfassung: Diese Kurzfassung ersetzt nicht das Studium des Lehrbuches.

Druckfehler bitte riickmelden. Einige Links funktionieren schon.

L@ Inhaltsverzeichnis

3.1 Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen
3.2 Grenzwertsatze

3.3 Ergdnzungen

In Kapitel 2 wurden einzelne Zufallsvariable im Hinblick auf ihre Verteilung untersucht. In vielen Anwen-
dungen untersucht man dagegen das gemeinsame Auftreten mehrerer Merkmale und ihre wechselweisen
Abhéngigkeiten. In der schlieBenden Statistik hat man es regelméBig mit mehreren Zufallsvariablen zu tun.
Dabei werden aus den beobachteten Realisationen wiederholter, gleichartiger Zufallsvorgénge Schlussfolge-
rungen gezogen. Speziell werden Summen von Zufallsvariablen untersucht, weil diese fiir die Verfahren in
der schlieBenden Statistik besonders wichtig sind. Zuerst werden Erwartungswert und Varianz von Summen
behandelt. Dann wird die Konvergenz von Summen behandelt (Schwaches Gesetz der GroBen Zahlen) und
die Verteilung ndherungsweise bestimmt ({iber den Zentralen Grenzverteilungssatz). Ergénzt wird das Kapitel
durch Einfiihrungen in die multivariate Normalverteilung, den Poisson-Prozess und die Monte-Carlo-
Simulation.

3.3 Erganzungen
& Multivariate Normalverteilung
& Poisson-Prozess
& Monte-Carlo-Simulation

Fiir Theorie und Anwendungen wichtige Verteilungen und Modellierungen werden ergénzt. Auf die Proble-
matik der Erzeugung von Zufallszahlen wird eingegangen.
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Erganzungen @ E

Multivariate Normalverteilung
Poisson-Prozess
Monte-Carlo-Simulation

e o

Die multivariate Normalverteilung zéhlt zu den wichtigsten Verteilungen, sowohl um mathematische Modelle
zu entwickeln als auch um Anwendungen zu modellieren.

Def.: Seien X, X,,..., X, n=2 Zufallsvariable. Man nennt sie gemeinsam multivariat normalverteilt,

n

n
wenn jede Linearkombination Y := > a; X; eine (gewohnliche) Normalverteilung besitzt, unabhén-
i=1

gig von der Wahl der reellen Zahlen q; .

Satz: Sind X, X,,..., X, gemeinsam multivariat normalverteilt, so sind alle Randverteilungen gew6hnli-

che Normalverteilungen.

Bew.: Man wihlt ¢; =1 und a; =0 fir j#i; damit stellt man jedes X; als Linearkombination aller Zufalls-

variablen dar. Diese sind nach Definition normalverteilt.

Bem.: Wenn alle Randverteilungen normalverteilt sind, so muss die gemeinsame Verteilung nicht schon eine
multivariate Normalverteilung sein.

Satz: Sind X, X,, ..., X,, multivariat normalverteilt, so ist diese Verteilung bereits eindeutig durch Erwar-

tungswerte, Varianzen und Kovarianzen der X; bestimmt.

Bem.: Mit 4 =E(X,), 0,°=V(X;) und den Kovarianzen 0;; =Cov(X;,X;)=0; 0; p;; schreibt man
zundchst in Vektorschreibweise: u:=(4;), Z:= (J- ) und notiert die Verteilung so: X ~MN (g, Z).

1

Satz: Sind X, X,, ..., X,, multivariat normalverteilt, so gilt

Die X; sind unabhéngig, genau dann wenn sie paarweise unkorreliert sind, d. h., p,; =0 fir i # ;.

Satz: Sind X, X,, ..., X,, multivariat normalverteilt und ist Z:= (a,- ) eine invertierbare Matrix, so hat X

eine Dichtefunktion, d. h., X;, X, ..., X,, sind gemeinsam stetig verteilt.

n

B 6f: Modelliert man die Renditen R, Rg und Rc als gemeinsam multivariat normalverteilt. Wie ist die
Rendite des Portfolios verteilt? Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Rendite 8% iibersteigt?

Die Rendite des gesamten Portfolios ist ein gewichtetes Mittel der einzelnen Renditen:

— 100 150 . 50 .
Rp = 300 R+ 300 RB+300 Re.
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Als Linearkombination der multivariat normalverteilten Einzelrenditen ist R, normalverteilt, und
zwar mit Erwartungswert und Varianz:

ERp) = 30-ER ) +2-E(Rp)+55-ER¢) = 2:10+2-5+1.5 = . = 6,66

V(Rp)

(%)Z'V(RA)+(%)2'V(RB)+(%)Z V(Rc)+ O'AB+ O'Ac+ 5 OBC
(%)2-25%(%)2-252+(%)2-202+g-g-25-25-0,5+%-%-25-20-0,5+%- 0 = 302,78

1
6
Weiterhin ist

P(Rp=8)~1- q>(j%) 1-®(0,08) =...= 0,4681 .

Die Rendite Uibertrifft 8% mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 47%.
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Multivariate Normalverteilung
Poisson-Prozess
Monte-Carlo-Simulation

Die Poisson-Verteilung wird in einem mathematischen Modell mit einem Prozess des Entstehens von Ereig-
nissen in Verbindung gebracht. Aus den Voraussetzungen dieses so genannten Poisson-Prozesses lernt man
viel liber die Eigenschaften der Poisson-Verteilung und wann man sie als Modell einsetzen kann. Wichtige
Anwendungen der Poisson-Verteilung betreffen Prozesse des zufilligen Entstehens von Ereignissen in der
Zeit. Man bezeichnet diese Ereignisse gelegentlich auch als Ankiinfte.

B:

Beispiele fiir Poisson-Ereignisse sind etwa:

« das Eintreten eines Kunden in ein Ladengeschift,

« das Vorbeifahren eines Autos an einem Kontrollpunkt,

. das Eintreffen eines Telefonanrufes in einem Call-Center.

R LI R

0 t t+ At s

Abb. 9: Prozess des Entstehens von Ereignissen in der Zeit

Def.:

(P1)

(P2)

(P3)

(P4)

Ereignisse, die den folgenden Bedingungen geniigen, heiflen Poisson-Ereignisse mit dem Parameter
A, der Parameter wird auch Infensitdit des Entstehens der Ereignisse genannt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Ereignisse im Intervall (z, ¢ + A¢) stattfinden, hingt nicht vom Beginn der
Beobachtung ¢ sondern nur von der Beobachtungsdauer A¢ ab.

Die Wahrscheinlichkeit, genau ein Ereignis in einem kleinen Intervall der Lange Af zu beobachten, ist
in erster Néherung proportional zur Beobachtungsdauer At :

PXy =)= A-At

Zwei oder gar mehrere Ereignisse in einem kleinen Intervall der Lidnge Af zu beobachten, ist in erster
Naherung im Vergleich zu At vernachléssigbar, sofern Az klein ist:

P(X, 22)=0

Zufallsvariable, die in disjunkten Beobachtungsintervallen die Ereignisse zéhlen, sind stochastisch
unabhéingig.

Def.:

Die Zufallsvariable X,,#>0 zdhle die Anzahl der Ankiinfte von Poisson-Ereignissen im Zeitraum

[0, ¢]. Dann heif3t die Familie von Zufallsvariablen {X,, ¢ >0} Poisson-Prozess mit dem Parameter A .

: Sei {X,,?>0} ein Poisson-Prozess mit dem Parameter A, dann gilt:

X, ~Po (s, = A-1)
X,— X, ~Po(A-(t—¥9))
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Def: In einem Prozessdes Entstehens von Ereignissen in der Zeit heif3t
W, = Zeit zwischen dem (i —1) - ten und dem i - ten Ereignis
die Wartezeit auf das i - te Ereignis.
Satz: In einem Poisson-Prozess mit dem Parameter A gilt fiir die Wartezeiten:
1) W, W,, W, ... sind stochastisch unabhingig.
i) W; ~Ex(4), d. h., die Wartezeiten sind exponentialverteilt.
B 17: Fiir eine kleine Versicherung sei der Prozess des Einlangens von Schadensmeldungen als Poisson-
Prozess modelliert mit 4 =4 bezogen auf eine Stunde. Der Arbeitstag habe 8 Stunden.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass
a) an einem Arbeitstag mindestens 40 Schadensmeldungen eintreffen?
b) in jeder Stunde des Arbeitstages mindestens zwei Schadensmeldungen eintreffen?
¢) die erste Schadensmeldung schon eine halbe Stunde nach Arbeitsanfang eintrifft?
d) zwischen den ersten 5 Meldungen nicht mehr als jeweils 20 Minuten vergehen?
a) P(in 8 Stunden mindestens 40 Meldungen) = P (Xg > 40) .
Nun ist Xg ~Po(x, =A-t=4-8=32), daraus ergibt sich etwa mit EXCEL: P (Xg >40)=0,0918.
b) P(in einer Stunde mindestens 2 Meldungen) = P(X, > 2).
X;~Po(y, =A4-t=4-1=4); EXCEL liefert: P(X; >22)=0,9084.
Jetzt beachtet man, dass in einem Poisson-Prozess Beobachtungen in disjunkten Intervallen sto-
chastisch unabhéngig sind, daher hat man:
P(in jeder Stunde mindestens 2 Meldungen) = P (X, > 2)8 = (0,9084)8 =0,4637 .
¢) Da in einem Poisson-Prozess der Beginn der Beobachtung ohne Belang ist, kann man die gesuchte
Wahrscheinlichkeit dadurch berechnen, dass man den Prozess eine halbe Stunde lang beobachtet und
fragt, ob mindestens 1 Ereignis stattfindet, also
X2 ~Po(yy=A-t=2) und P(X;,, 21)=0,8647 - wieder mit einer Rechenhilfe.
Man kann aber auch iiber die Wartezeit auf das erste Ereignis rechnen:
W, ~Ex(A=4) und P(W,; <0,5)=1-¢"*%°=0,8647 .
d) Die Wartezeit auf das nachste Ereignis von 20 Minuten ist in Stunden ausgedriickt %:

W, ~Ex(A=4) und P(W, <d)=1-¢"7=0,7364.
Wegen der Unabhéngigkeit der Wartezeiten hat man fiir 5 Ereignisse:
P((W<Hm(W, <h (W <)) =P((W, <1))’ =(0,7364)° =0,2166..
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Multivariate Normalverteilung
Poisson-Prozess
Monte-Carlo-Simulation

e o

Wahrscheinlichkeiten stehen in engem Zusammenhang mit relativen Haufigkeiten. Oft sind die mathemati-
schen Modelle zu kompliziert, um die ndtigen Berechnungen geschlossen durchzufiihren. Ein Losungsansatz
besteht dann darin, die dahinter stehenden Verteilungen zu simulieren, d. h., Zufallszahlen zu erzeugen, die
diesen Verteilungen ,,geniigen®. Dann bekommt man Daten, aus denen man die zu berechnenden Wahr-
scheinlichkeiten iiber relative Haufigkeiten der entsprechenden Ereignisse schitzen kann. Erwartungswerte
werden durch Mittelwerte der Daten geschétzt usw. Das nennt man Monte-Carlo-Simulation.

B 18: Wir betrachten den Output Y einer Produktion, deren Input X zufallsbehaftet ist, beispielsweise eine
landwirtschaftliche Produktion. Der Ernteertrag sei iiber eine komplexe Funktion g von der Sonnen-
scheindauer X abhingig. Modelliert man X als Zufallsvariable, so ist auch die Transformierte
Y =g(X) eine Zufallsvariable. Die Abhéingigkeit {iber g sei so kompliziert, dass man die Verteilung

von Y nicht bestimmen kann. Die Funktionswerte g(x) hingegen seien leicht auszuwerten.

Bem.: Die Verteilungsfunktion von Y kann man durch die empirische Verteilungsfunktion schitzen. Da Y
eigentlich von der Zufallsvariablen X iiber die Funktion g abhéngt, kann man einfach Daten zu X nutzen, um
die Verteilung von Y zu schétzen:

X1 Xy eey Xy oo

Diese setzt man dann in die Funktion g ein und erhélt Daten zur Verteilung von Y:
= g('xl)a Yo = g('x2)’ e Vn = g(xn)a

Hat man keine echten Daten zu X, so kann man diese auf dem Computer kiinstlich erzeugen; diese sollen der
Verteilung von X geniigen und sich wie unabhéngige Realisierungen von X verhalten.

Def.: Ein Zufallszahlengenerator ist eine Rechenvorschrift, die eine Folge von Zahlen z;, z,,.., z,, ... liefert,

die sich (fast) wie die Realisierungen von unabhingigen und identisch S(0, 1) - verteilten Zufallsvari-

ablen Z,,72,,..,Z,,... verhalten.

Bem.: Solche Zahlen nennen wir (Pseudo-)Zufallszahlen. Viele Computerprogrammsysteme, so auch Excel
oder SPSS, enthalten einen solchen Zufallszahlengenerator.

Satz: Die Verteilung von X ist gegeben durch ihre Verteilungsfunktion F mit der zugehoérige Quantilfunktion
Q. Man hat Pseudo-Zufallszahlen
Z19Z)5eey Zyyens

die sich (fast) wie unabhingige Realisierungen von Z ~ S(0,1) verhalten. Dann verhalten sich

X1 :Q(Zl)’ 29) :Q(Z2)"" Xn :Q(Zn)a"'

(fast so,) als ob sie echte unabhingige Realisierungen der Zufallsvariablen X waren.

Bew.: Es gilt Z=F(X)~S(0,1) und X=Q(Z)~F (siche den Abschnitt {iber die stetige Gleichverteilung).
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Prozedur: Die kiinstliche Erzeugung von Zahlen, welche der Verteilung der Zufallsvariablen Y =g(X)

geniigen, wenn X die Verteilungsfunktion F mit Quantilfunktion Q hat, nennt man Monte-Carlo-Simulation:
i) Erzeuge Zufallszahlen z,z,,..,z,,..., (wie) unabhingige Realisierung von S(0, 1)
ii) Berechne x; =Q(z),x, =Q(2,),..,x,=Q(z,),.., (wie) Daten zur Verteilungsfunktion F von X

iii)Bereche  y, =g(x)), v, =g(x3),... ¥, =g(x,,), ..., (wie) Daten von Y.

Bem.: Aus den Daten von Y lassen sich die interessierenden Grofen wie Erwartungswerte oder Varianzen
schétzen. Bleibt noch die Frage, wie genau die Ergebnisse sind. Das wird in Kapitel 5 behandelt werden.

B 20: Man erzeuge n Zahlen, die als unabhéngige Realisierungen einer Exponentialverteilung gelten konnen.
Die Quantilfunktion einer Ex(4) lautet Q(p) = % -In (ﬁ) .
Sind z;, z, .., z,, ... Zufallszahlen aus Z ~S(0, 1), so sind

xX; = % -In (ﬁ) Zufallszahlen aus der Exponentialverteilung.

Satz: Die folgende Prozedur liefert anndhernd standardnormalverteilte Zufallszahlen:

k
Z%‘%
i) Erzeuge k Zufallszahlen z|,z,,..,z, aus S(0,1) und bilde u; =~ =l p

12
ii) Wiederhole Schritt 1)

12
Bem.: Fiir k£ =12 vereinfacht sich die Formel: u; := 3.z, —6; die Normal-Approximation ist ziemlich gut.

j=1

T 1 - 1 .
Bew.: Firdie Z; ~S(0,1) gilt: E(Z;)=5 V(Z;)=1.

Die Summe ist nach dem zentralen Grenzwertsatz approximativ normalverteilt mit g =k % und 0% =k %

k
Yz7.-k
J 2 approx

Fiir die standardisierte Summe gilt: U:= Fl—k ~ N(0,1).

12
Jetzt realisiert man die Zufallsvariablen mit Monte-Carlo-Simulation.

B 21: Erzeuge n Zahlen, die als unabhingige Realisierungen einer Standardnormalverteilung gelten kdnnen.
Die Quantilfunktion der N (0,1) ist ol o geeignet numerisch approximiert.

Sind z;, z,, .., z,, ... Zufallszahlen aus Z ~ S(0, 1), so sind
u; =®'(z;) Zufallszahlen aus der Standardnormalverteilung.

(Zufallszahlen zu einer N (g, o? ) erhélt man durch die Transformation x; = u+o-u;.)

Man kann nach dem Zentralen Grenzwertsatz auch so vorgehen, dass man die u;, u,, .., u als stan-

no e

dardisierte Summen von gewohnlichen Zufallszahlen darstellt:

12
u; = le ; — 6 dazu werden jeweils k =12 Zufallszahlen z, z,.., z;, aus S(0,1) erzeugt.
j=

i
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4 Stichproben und Stichprobenfunktionen

MANFRED BOROVCNIK

Zusammenfassung: Diese Kurzfassung ersetzt nicht das Studium des Lehrbuches.

Druckfehler bitte riickmelden. Einige Links funktionieren schon.

L€Inhaltsverzeichnis

4.1 Zufallsstichproben und statistisches SchlieBen

Statistik ist die methodische Erhebung und Auswertung von Daten. Man unterteilt sie in beschreibende und
schlieBende Statistik. Um zu erkldren, was die schlieBende Statistik leistet, ist es ganz gut, zu sehen, was sie
mehr leistet als die beschreibende Statistik: sie bietet die Mdglichkeit, in Daten gefundene Ergebnisse zu
verallgemeinern. Das wird Thema der Kapitel 5-7 sein. Und was sie an Mehr an Voraussetzungen verlangt:
sie stellt Bedingungen daran, wie die Daten entstanden sind, aus denen man die Schliisse zieht. Im Wesentli-
chen muss es sich bei den Daten um das Ergebnis einer Zufallsstichprobe handeln. Sind die Daten reprédsenta-
tiv fiir eine Gesamtheit, so kann man die Schliisse auf diese {ibertragen. Zufallsstichproben spielen eine grofie
Rolle dabei, ob man Daten als représentativ ansehen kann. Das ist Thema des vorliegenden Kapitels.

4.1 Zufallsstichproben und statistisches SchlieRen
& Beschreibende Statistik
& Zufallsstichproben

3 statistisches SchlieRen

Die Zuldssigkeit der Verallgemeinerung statistischer Ergebnisse ist gebunden an Voraussetzungen an die
Entstehung der Daten. Es muss sich um eine Zufallsstichprobe handeln, will man die Ergebnisse auf groB3ere
Gesamtheiten iibertragen. Der Begriff einer Zufallsstichprobe wird hier erldutert. Die mathematischen Kon-
sequenzen fithren noch einmal zuriick in die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Exzerpt aus Mosler/Schmid: Wahrscheinlichkeitsrechnung und schlieRende Statistik


Inhalt_Mosler_Schmid.pdf

3 Beschreibende Statistik @ m
&
&

B:  Wir befragen die Studierenden an der Universitidt Klagenfurt nach ihren personlichen Daten und
einigen Vorlieben. Wir erhalten damit eine Reihe von Merkmalen und eine Fiille von Daten.

Her- Ge- Korper- . Anfahrtszeit
Alter . BMI Anfahrt zur Uni S
te kunft  schlecht gréBe a ur U zur Uni [min]
19 D m 179 23,1 PKW 90
21 0 w 174 19,2 Bus 45
18 0 w 172 22,4 Bahn+Bus 30
18 w 168 26,8 PKW 80

Mittels Methoden der Beschreibenden Statistik werden diese Informationen aufbereitet, in Tabellen
zusammen gefasst, vergrobert, durch Diagramme bildlich dargestellt, in Kennzahlen charakterisiert.
Etwa ergibt sich ein Anteil von Frauen unter den Erstsemestrigen an der Univ. Klagenfurt von 66% und

Korpergewicht [kg] ) von 23.2
— o

ein mittlerer BMI (Bodymass-Index =
(Korpergrofie [m])2

Bem.: Man kann die Klagenfurter Ergebnisse mit Osterreich vergleichen: Der Frauenanteil an allen Studie-
renden in Osterreich ist 48%; der BMI bei den Erwachsenen in Osterreich (iiber 20 Jahre) liegt bei 25,1; die
entsprechenden Diagramme zeigen deutliche Unterschiede.

Aufteilung der Erstsemester nach Studienart Erstsemestrige Universitat Klagenfurt
in Klagenfurt WS 2007/8 10 WS 2007/8
9%
0,8
0,5 1
0,3
56%
" 0,0
O Diplom B Bakka O Master & Dr .

Frauen Ménner

% BMI Studienanfanger WS 2007/8 Univ. Klagenfurt
15

10 -

Abb. 1: Ergebnisse der Befragung von 0
[} 5 10 15 20 25 30 35
Klagenfurter Erstsemester WS 2007/8 vt




Alle Studierenden in Osterreich WS 2007/8 Erstsemestrige Universitét Klagenfurt
und alle Studierenden in Osterreich WS 2007/8

1,0 1,0

0,8 0,8

md
O Klu

0,5

0,5

0,31 0,3 ——

0,0 0,0

Frauen Ménner Frauen Manner

% BMI iiber 20jihrige in Osterreich
15

10

L
o
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0 5 10 15 20 25 30 35 BMI

Abb. 2: Vergleiche der Ergebnisse von Klagenfurter Erstsemester mit Osterreich

Bem.: Beschreibende Statistik bietet Methoden, mit denen man die Fiille an Information, die in Daten steckt,
lesen und quantifizieren kann. Die Resultate beziehen sich dabei immer nur auf die vorliegenden Daten; ein
Schluss auf groBere Grundgesamtheiten dahinter ist unzuléssig.

@ =
& Zufallsstich proben
&

Hier wird der Begriff der ,,Zufallsstichprobe* erldutert. Zufallsstichproben ,,garantieren®, dass Daten repra-
sentativ sind fiir groBere Gesamtheiten, aus denen sie stammen, und Schliisse, die man aus den unvollstindi-
gen Daten zieht, verallgemeinern kann. Damit befasst sich die schlieBende Statistik.

B: Man hat die Klagenfurter Studierenden (Erstsemester) befragt und ihren Anteil an Frauen bestimmt.
x=0,x=1x=1.x,=1

Es ergab sich n=1892 und 1256 der Daten waren 1; das entspricht 1256 Frauen oder % =0,66 ; das

ist der Frauenanteil an Klagenfurter Erstsemestrigen. Diese Information ist unvollstindig, wenn man
Aussagen iiber den Frauenanteil an allen Studierenden in Osterreich machen will. Eine naive Ubertra-
gung der Klagenfurter Verhéltnisse fiihrt zu einer Schitzung 7 =0,66, was mit dem Wert 7 =0,48
von Statistik Austria nicht viel gemeinsam hat. Die Daten sind nicht repriisentativ fiir Osterreich.




B:  Man hat die Klagenfurter Erstsemester nach ihrem BMI befragt:
x=231,x, =192, x; =22,4..,x, =26,8.
Es ergab sich ein mittlerer BMI von x =23,2 . Kann man daraus den BMI fiir die osterreichischen Er-
wachsenen (20+) schétzen? Auch hier sind die Daten nicht repréisentativ. Eine Schatzung f, =23,2

fiir Osterreich ist nicht zulissig; aus Daten von Statistik Austria errechnet man g, =25,1.

B:  Man hat im Rahmen der Qualitétsiiberwachung 25 Mehlpackungen zur Kontrolle gewogen:
x, =1004,3, x, =981,2, x; =1021,6.., x, =1017,4.
Als Mittelwert ergibt sich: x =1004,5. Kann man sagen, dass die Abfiillanlage gut eingestellt ist und
daher die Mindestgewichtforderung von 985 g eingehalten wird? Das héngt davon ab, wie man die zur
Kontrolle gewogenen Packungen ausgewihlt hat und wovon im zeitlichen Verlauf es beeinflusst wird,
dass Packungen unterschiedliches Gewicht eingefiillt bekommen.

B:  Man wiirfelt mit einem gewohnlichen Wiirfel und bekommt die Augenzahl als Gewinn ausbezahlt. Es
erhebt sich die Frage nach dem Preis fiir dieses Spiel. Wir beobachten das Spiel eine Zeit lang und er-
halten die Daten:

X1 =2,%=3,x=06..,x,=2.
Kann man den Mittelwert x =2,9 einer Serie von 20 Wiirfen als Mallstab nehmen, um den Erwar-
tungswert x zu schitzen? Kann man damit beurteilen, ob der geforderte Preis gerechtfertigt ist?

Bem.: Man verfiigt iiber Daten x;, x,,.., X,, .
Diese stellen eine unvollstdndige Information iiber die Grundgesamtheit (Population) dar:
e Man hat nur eine Teilmenge einer endlichen Population befragt/ beobachtet. Oder:
e Man hat einen Prozess des Entstehens von Ereignissen nur eine Zeitlang beobachtet.

Welchen Bedingungen miissen die Daten in ihrer Entstehung geniligen, damit wir die Information, die in
ihnen steckt, als reprédsentativ fiir die Grundgesamtheit (bzw. den Prozess) betrachten konnen und sie daher
auf diese verallgemeinern?

Die Entstehung eines Datums x; aus der Grundgesamtheit bzw. dem Prozess wird als ein Zufallsexperiment

modelliert. Die entsprechende Zufallsvariable X hat eine — unbekannte — Verteilung F. Die einzelnen Beo-
bachtungen entsprechen Zufallsvariablen X;, die immer unter denselben Bedingungen realisiert werden.

Def.: Sei X eine Zufallsvariable. Unter Zufallsstichprobe von X verstehen wir die Zufallsvariablen
Xy, Xy, ..., X, , wenn
1) alle dieselbe Verteilung wie X haben, d. h., X; ~X und ii) die X stochastisch unabhéngig sind.
Die Zahl n heit dabei Umfang der Stichprobe; die Werte x;, x,, ..., x,, heilen Realisierung der
Stichprobe.

Bem.: In der Statistik sind viele Verfahren der Stichprobengewinnung in Verwendung, welche die Unabhéin-
gigkeit der einzelnen Zufallsvariablen X; verletzen. Die Auswirkungen sind dann meist sehr gering, weil der

»Grad“ der Abhéngigkeit klein ist. Dariiber hinaus werden andere Techniken der Stichprobengewinnung
beniitzt, die nichts mit dem Zufall zu tun haben: etwa die Quotenstichprobe. Diese fithren — Expertise vor-
ausgesetzt — zu dhnlich guten Ergebnissen wie Zufallsstichproben. Von Zeit zu Zeit versucht man, diese
Methoden extra zu validieren, d. h., mit Zufallsstichproben zu vergleichen.




Bem.: Die Realisierung der Stichprobe liefert konkrete Daten: x;, x,, ..., x,, sind Zahlen — zum Unterschied

n
von den Zufallsvariablen X;, X,, ..., X, . Man driickt dies durch Kleinschreibung aus. Da meist Zufalls-
stichproben gemeint sind, wird auch kurz von Stichproben gesprochen.

Bem.: Zufallsstichproben ,,garantieren”, dass die Ergebnisse fiir die dahinter steckende Grundgesamtheit
reprasentativ werden.

Bem.: Welche Informationen liber die Verteilung von X sollen nun mit Hilfe einer Zufallsstichprobe gewon-
nen werden? Dies hdangt vom konkreten Problem ab. Oft stellt sich die Frage, wie grof3 sind

e Erwartungswert und Varianz von X,
e Anteile, etwa F(xy) =P (X <x,) an bestimmten Stellen x,,

e bestimmte Quantile von X wie der Median, das obere oder das untere Quartil?

Def.: Empirische Verteilung eines Merkmals X {iiber einer endlichen Gesamtheit G ={w, @,, ..., @y} ist
eine
Abbildung von G >R : o X(w).
Unter empirischer Verteilung von X versteht man die Funktion
F, (x) = Anteil (X < x)

Satz: Wihlt man aus einer endlichen Gesamtheit G ={w,, @,, ..., @y} zufillig aus (alle Elemente mit dersel-
ben Wahrscheinlichkeit) und bestimmt den Wert des Merkmals X, so erhélt man eine Zufallsvariable
X mit Verteilungsfunktion F(x)=F, (x).

Bew.: Wir setzen Q=G und P({w})=~ fir alle @G . Dann gilt: P(X < x) = Anteil (X< x).

Folgerung: Bei zufilliger Auswahl aus einer endlichen Grundgesamtheit mit einem Merkmal X gilt:

il & - L W 5 =3
E(X):F-le,- =x und V(X):ﬁ-zlxi —X
= 1=

Bem.: In diesem Fall sind Erwartungswert und Varianz der Wahrscheinlichkeitsverteilung von X nichts
anderes als das arithmetische Mittel und die Varianz der empirischen Verteilung.

Bem.: Durch die zufdllige Auswahl erhélt man Anteile an der Grundgesamtheit als Wahrscheinlichkeiten.
Wiederholt man das Zufallsexperiment (unabhéngig), so spiegeln sich diese Wahrscheinlichkeiten in relativen
Haufigkeiten in der Stichprobe, welche die Anteile in der Grundgesamtheit schétzen lassen. In gleicher
Weise erhélt man durch Mittelwerte in der Stichprobe Schétzungen fiir den Erwartungswert von F, welcher
aber mit dem Mittelwert von F, {ibereinstimmt, das ist der Mittelwert des Merkmals in der Grundgesamtheit.

B 1: Die Grundgesamtheit G besteht aus allen Haushalten in Deutschland am Jahresanfang 2001. Untersu-
chungsmerkmal ist das verfiigbare monatliche Haushaltseinkommen (in €). Da die Gesamtzahl N| der

Haushalte sehr groB ist, soll nur ein Teil der Einkommen erhoben werden. Wir wiahlen durch ein Zu-
fallsexperiment mit gleichen Wahrscheinlichkeiten einen Haushalt @, aus und bestimmen sein Ein-
kommen x; = X(@,) . Wir wiederholen den Vorgang der Auswahl aus der vollen Grundgesamtheit und
ziehen unabhéngig von der vorigen Ziehung einen Hauhalt @,, ..., bis wir genug Daten haben:

X, Xg, s X,

Wir schitzen das mittlere Einkommen aller Haushalte durch den Mittelwert x der Daten.




Bem: In Beispiel 1 liegt die Grundgesamtheit G konkret vor. Praktisch realisieren wir die Auswahl mit
Zufallszahlen.

B 3: Ein Kosmetikhersteller entwickelt ein neues Herren-Parfum. Als Zielgruppe (= Grundgesamtheit G )
definiert die Marketing-Abteilung alle deutschen Manner im Alter von 20 bis 45 Jahren mit hoherer
Bildung, gutem Einkommen und ausgeprigtem Modebewusstsein. Fiir jedes Individuum @ in G sei

X (@) 1 falls @ die Duftnote positiv bewertet
®) =
0 falls @ die Duftnote nicht positiv bewerte t

Wie schitzt man den Anteil der Ménner, welche die Duftnote positiv bewerten? Dieser Anteil ist gleich
7 =P (X =1). Eine Liste der Grundgesamtheit G liegt nicht vor; es ist nicht klar, wer dazu gehort.

Bem.: Weil die Grundgesamtheit nirgends explizit aufgelistet ist, muss man andere Verfahren heranziehen,
welche dem zufilligen Ziehen nahe kommen.

B 2: Wir betrachten die Tagesrendite X einer bestimmten Aktie (die relative Anderung ihres Kurses von
einem Handelstag auf den anderen). Ein Anleger interessiert sich vor allem fiir Erwartungswert und
Standardabweichung von X. Der Erwartungswert entspricht der mittleren Tagesrendite, die Standard-
abweichung ist ein MaB fiir ihr Risiko. Die Grundgesamtheit ist hypothetisch; sie besteht aus allen
moglichen Entwicklungen des Aktienmarkts.

Bem.: In diesem Beispiel liegt die Grundgesamt nicht konkret vor. Es scheint auch schwierig, sich Daten auf
dem Weg einer Stichprobe dafiir zu beschaffen.

B 2f: Ein Anleger stellt an » aufeinander folgenden Tagen die Tagesrendite der Aktie fest und erhilt die

Daten Xx;, x,, ..., x, . Kann man davon ausgehen, dass sie die Werte einer Zufallsstichpro-

be X;, X,, ..., X
Zwischen aufeinander folgenden Tagen bestehen Abhéngigkeiten, die ihre Ursache in allgemeinen

Trends der Borse oder in speziellen Eigenheiten des zur Aktie gehorigen Unternehmens haben. Das
kann Aussagen, die wir aus Stichprobenverfahren ableiten, sehr beeintriachtigen.

n

, aus X sind?

a <
a

8 statistisches SchlieRen

Die Aufgabe des Statistikers wird an weiteren Beispielen erldutert.

B 4: Im Rahmen einer Steuerpriifung soll ermittelt werden, wie viel Mehrwertsteuer ein Kaufmann seinen
Kunden insgesamt verrechnet hat. Die Rechnungen liegen als Belege vor. Aus Kostengriinden wird die
Priifung auf einen Teil der Belege beschrinkt. Folgende Fragen stellen sich:

* Wie ldsst sich aus den Ergebnissen der Teilpriifung die Gesamtsumme schétzen?
* Wie wihlt man die Rechnungen aus?
» Wie viele Rechnungen muss man auswéhlen?




BS:

Sei X die Temperatur in K6ln morgen Mittag um zwolf Uhr. Wie lassen sich aus Aufzeichnungen der
Temperatur Aussagen iiber X treffen?

Die historischen Temperaturen am gleichen Datum fritherer Jahre werden als Realisation einer Stich-
probe aufgefasst. [hr Mittelwert ldsst sich als Schitzung fiir den Erwartungswert und damit als ,,Prog-
nose" der morgigen Temperatur verwenden.

B 6:

Aus einer Totalerhebung iiber Garantiefille weil man: Die Pannenhdufigkeit fiir einen bestimmten
PKW-Typ betrigt im ersten Jahr nach der Zulassung 7%. Man interessiert sich fiir die Pannenhaufig-
keit 7 im zweiten Jahr. Bei n =20 zufillig ausgewihlten PKW beobachtet man im zweiten Jahr zwei
Pannen. Es stellen sich folgende Fragen:

oIst 7>7%?

» Wie genau ist etwa die Schitzung 7 =0,1?
» Wachst die Genauigkeit mit 7 ?
* Wie vertrauenswiirdig ist die Angabe eines Intervalls, z.B. 8% <7 <12% ?

Def.: Ist X eine auf der Grundgesamtheit Q definierte Zufallsvariable. Ein stochastisches Modell fiir X ist

eine Familie von Verteilungen #= {F,, A€ A}, die zur Modellierung von X herangezogen wird. A

heiB3t der Parameter der Verteilung.

F= {B(n,7), 7€(0,1)} ist die Familie der Binomialverteilungen mit festem » und variabler Er-

folgswahrscheinlichkeit 7 . Das ist eine ,,natiirliche* Modellfamilie fiir eine Bernoulli-Versuchsreihe.

F= {N(4, 0'2) | 1 R} ist die Familie der Normalverteilungen mit o? >0, das entweder als bekannt

vorausgesetzt oder aus den Daten geschitzt wird.

Bem.: Beim statistischen SchlieBen setzt man hiufig voraus, dass die Verteilung von X nicht v6llig unbe-
kannt ist. Oft kann man aufgrund von inhaltlichen Uberlegungen davon ausgehen, dass X durch eine be-
stimmte Familie von Verteilungen modelliert werden kann, wobei der Wert gewisser Parameter offen ist.
Durch die Beobachtung einer Stichprobe aus X werden dann im Rahmen der Verteilungsannahme Informati-
onen iiber die unbekannten Parameter gewonnen.

B7:

Sei X die Temperatur in K6ln morgen Mittag um zwolf Uhr. Die Grundgesamtheit ist hier wiederum
hypothetisch und unendlich; sie besteht aus der Menge aller moglichen Wetterzustdnde morgen Mittag
um zwOlf Uhr. Aus physikalischen Griinden macht es Sinn, X mit der Familie der Normalverteilungen
zu modellieren.




4 Stichproben und Stichprobenfunktionen

MANFRED BOROVCNIK

Zusammenfassung: Diese Kurzfassung ersetzt nicht das Studium des Lehrbuches.

Druckfehler bitte riickmelden. Einige Links funktionieren schon.

Lglnhaltsverzeichnis

4.2 Stichprobenfunktionen (Statistiken)

Statistik ist die methodische Erhebung und Auswertung von Daten. Man unterteilt sie in beschreibende und
schlieende Statistik. Um zu erkldren, was die schlieBende Statistik leistet, ist es ganz gut, zu sehen, was sie
mehr leistet als die beschreibende Statistik: sie bietet die Moglichkeit, in Daten gefundene Ergebnisse zu
verallgemeinern. Das wird Thema der Kapitel 5-7 sein. Und was sie an Mehr an Voraussetzungen verlangt:
sie stellt Bedingungen daran, wie die Daten entstanden sind, aus denen man die Schliisse zieht. Im Wesentli-
chen muss es sich bei den Daten um das Ergebnis einer Zufallsstichprobe handeln. Sind die Daten représenta-
tiv fir eine Gesamtheit, so kann man die Schliisse auf diese iibertragen. Zufallsstichproben spielen eine grofie
Rolle dabei, ob man Daten als reprisentativ ansehen kann. Das ist Thema des vorliegenden Kapitels.

4.2 Stichprobenfunktionen (Statistiken)
& wichtige Statistiken
& statistiken fiir Anzahlen und Anteile

& Normalverteilte Stichproben

Aus den Stichproben werden weitere Zufallsvariable berechnet: die Summe der Daten, das arithmetische
Mittel, die Standardabweichung etc. Letztlich werden diese ,,Statistiken® dazu dienen, unbekannte Anteile,
Mittelwerte etc. zu schitzen. Damit man verldssliche Schliisse aus den Werten der Statistiken ziehen kann,
muss man erst ihre Verteilung unter wohlbekannten Voraussetzungen ableiten. Das wird hier fiir zwei we-
sentliche Grundtypen von Problemstellungen getan, und zwar fiir Bernoulli-Versuchsreihen und fiir Messrei-
hen, welche mit der Normalverteilung modelliert werden.
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& Wichtige Statistiken 2]
&
&

Def.: X, X,, ..., X
Y =g(X;, X,, ..., X,,). Diese nennt man Stichprobenfunktion oder Statistik.

, eine Stichprobe aus X . Die Funktion g: R” —-R vermittelt eine Zufallsvariable

Def.: X, X,, ..., X, eine Stichprobe aus X . Die Funktionen

n

— n n —
X::l-zx,. bzw. szzl-z(xi—X)2
n =1 n =1

heiBen Stichprobenmittel bzw. Stichprobenvarianz

Bem.: Die Funktion g in n Variablen bildet hier das arithmetische Mittel bzw. die Varianz (mit Nenner 7)
aus den Variablen xj, x,, ..., x, . Diese Stichprobenfunktionen dienen dazu, Erwartungswert bzw. Varianz

der Verteilung von X zu schétzen. Die Stichprobenvarianz wird iiber den Verschiebungssatz ausgewertet:

n J—
52 =%.z X2-X .

i=1

8 x|

&) statistiken fiir Anzahlen und Anteile

&

Satz (Verteilung der Statistiken bei Bernoulli-Versuchsreihen):

X~B(l,7) und X, X,, ..., X,, isteine Stichprobe aus X . Dann gilt

n

a) Y, =3 X, ~B(n, 7) b) S2= X-(1-X)
i=1

Bem.: Das arithmetische Mittel X wird in diesem Fall zum Anteil der len in der Stichprobe.

Bew. nur von b): alle X; nehmen nur die Werte 0 und 1 an; daher gilt X; = X[2 . Setzt man jetzt in die Formel

. . .. n <2 . ..
nach dem Verschiebungssatz ein, so erhilt man: S* = % > X;—X . Der Rest ist trivial.
i=l

Satz (Verteilung der Summe bei endlichen Gesamtheiten):
Eine Grundgesamtheit bestehe aus NV Einheiten, von denen genau M eine bestimmte Eigenschaft auf-
weisen, wobei 0 < M < N. Man zieht zuféllig » Einheiten und bezeichnet
X = {1 falls die i — te gezogene Einheit die Eigenschaft hat
"7 10 fallsnicht

Stichprobenfunktion Y, = >/ | X; =Anzahl der gezogenen Einheiten mit dieser Eigenschaft.

a) mit Zuriicklegen gezogen, dann gilt Y, ~B(n, =24
Werden die Einheiten { ) gen 85208 g } ! N
b) ohne Zuriicklegen gezogen, dann gilt Y,~H(n,N,M)




eine Stichprobe von X ~B(1, 7 =),

Bew.: a) Beim Ziehen mit Zuriicklegen bilden X, X,, ..., X N

n

b) wurde bei der Einfithrung der hypergeometrischen Verteilung schon bewiesen.

Bem.: Beim Ziehen ohne Zuriicklegen sind die X; wohl alle verteilt wie X ~B(1, 7 =%) ; es besteht aber

eine Abhingigkeit zwischen den X, sodass X, X,, ..., X, keine Zufallsstichprobe darstellt. Weil nun

19
die Auswahl durch einen eingeschrinkten Zufall erfolgt — es wird aus allen, die noch nicht gezogen sind,
zufillig mit derselben Wahrscheinlichkeit gewahlt — spricht man auch hier von Zufallsstichproben (im weite-
ren Sinne). Dariiber hinaus ist die Verteilung einer wesentlichen Statistik, ndmlich der Summe, bekannt.

Daraus kann man Aussagen fiir das arithmetische Mittel gewinnen, welches den Anteil 7 = % schétzen lasst.

Bem.: In der Praxis wird fast immer ohne Zuriicklegen gezogen. Wenn der Auswahlsatz - nicht zu grof ist

(Faustregel < 0,05), besteht wegen der Annéherung der hypergeometrischen Verteilung an die Binomialver-
teilung kein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Arten der Ziehung. Auch das rechtfertigt, trotz
Verletzung der Unabhéngigkeit zwischen den einzelnen Ziehungen von Zufallsstichproben zu sprechen.

a x M
a

& Normalverteilte Stichproben

Def.: Sei X ~N(u, o). Eine Stichprobe X, Xy, ..., X, aus X heiBit normalverteilte Stichprobe.

n

Satz (Verteilung des Stichprobenmittels bei normalverteilten Stichproben):

Sei X ~ N (u, o?) und X, X,, ..., X, eine Stichprobe aus X. Dann gilt:

O_2

a) fiir das Stichprobenmittel W N(u,—),

n

b) fiir das standardisierte Stichprobenmittel X-u \n ~ N(0,1).
o

Def.: U,;,U,,..., U, sind unabhingige N (0,1)-verteilte Zufallsvariable.

Q3=i Ui2

i=1

Dann heif3t die Verteilung von Q Chi-Quadrat-Verteilung mit v Freiheitsgraden; kurz: Q ~ ;(2 )

Satz (Chi-Quadrat-Verteilung): Q ~ ;(2 (v). Dann gilt:
a) Die Verteilung von Q ist stetig auf dem Tréger [0, ) ; die Dichten sind rechtsschief.

b) Fiir Erwartungswert und Varianz gilt:
E(Q)=v und V(Q)=2v

10
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Abb. 3: Dichten der ;(2 (v) -Verteilung mit verschiedenen Freiheitsgraden

Bem.: Das p -Quantil einer ;(2 (v) -Verteilung wird mit ;(2(1/) p» bezeichnet. Die wichtigsten Quantile findet

man in Tabellen; man rechnet sie leicht mit EXCEL oder SPSS aus.

Satz (Quadratische Abweichungen bei normalverteilten Stichproben):

X ~N(u, o) und X;, X,, ..., X,, eine Stichprobe aus X. Fiir die quadratischen Abweichungen gilt:

) Q*=% (XY - 2w
i=1 o

b Q=3 (2E2)? « 2m-1)
i=l1 (on

Folgerung (Verteilung der Stichprobenvarianz): X, X,, ..., X, normalverteilte Stichprobe, dann gilt:

nS?

—~ 22(n-1)
(o2
B . nSz_ 1 n v\2_
ew.: ——=—-3 (X;-X)*=Q
o o =l

Def.: Seien U und Q stochastisch unabhangig, U~ N(0,1) und Q ~ ;(2(1/).
U

NIOJA%

Dann heifit die Verteilung von W Student t-Verteilung mit v Freiheitsgraden;

wir schreiben: W ~ t(v)

Satz (t-Verteilung): W ~ t(v). Dann gilt:
a) Die Verteilung von W ist stetig auf dem Tréger R ; die Dichten sind symmetrisch um 0.

b) Fiir Erwartungswert und Varianz hat man:
v

E(W)=0, fallsv>2, und V(W)= 5 falls v>3.
V_
c) lim P(W<w)=d(w) fiir alle weR.
V—>0

11




Bem: Das p -Quantil von W wird mit t(v), oder kurz t, bezeichnet, wenn keine Gefahr besteht, auf die

Freiheitsgrade zu vergessen. Die Quantile sind in Tabellen enthalten oder man berechnet sie mit Excel/ SPSS.

Abb. 4: Dichten der t-Verteilung mit verschiedenen Freiheitsgraden und Dichte der Standardnormalverteilung

Bem.: Die Dichte der t-Verteilung dhnelt der Dichte der Standard-Normalverteilung. An den Flanken weist
die t-Dichte allerdings mehr Masse als die Normalverteilung auf. In der Mitte verlduft sie flacher. Aus der
Konvergenz der t-Verteilungen mit wachsender Zahl von Freiheitsgraden gegen die Standard-
Normalverteilung in ¢) gewinnt man eine Approximation, die fiir v > 40 (Faustregel) als ausreichend angese-

hen werden kann:

Quantile t-Verteilung N(0,1) Relativer Fehler:
v =20 30 40 o0

p=0,950 | 1,7247 1,6973 1,6839 1,6449 0,023

p=0995| 2,8453 2,7500 | 2,7045 2,5758 0,048

Satz (Verteilung des Mittelwerts standardisiert mit S bei normalverteilten Stichproben):

Stichprobe X, X,, ..., X, aus X~ N(x, 02) und
nS?

«/; und Q:=—2

o
Fiir standardisiertes Mittel U und die quadratische Abweichung Q gilt:
a) Uund Q sind stochastisch unabhéngig.
b) U~N(0,1) und Q~ z*(n-1).
U

© JQln—1)

Bem.: Die angegebene Stichprobenfunktion in c) ldsst sich vereinfachen zu

U:=X_’u

~ t(n-1)

Bew.:
a) ist schwierig.
b) U als das standardisierte arithmetische Mittel und Q als Quadratische Abweichung sind bei normalver-
teilten Stichproben wie angegeben verteilt.

¢) istnach Definition der t-Verteilung trivial.

12




Def.: Seien Q, und Q,, unabhingige ;{2 -verteilte Zufallsvariable, Q,, ~ ;(2 (n)und Q,, ~ ;{2 (m).

Q,,/m

Die Verteilung von Z heil3t Fisher-Verteilung mit n und m Freiheitsgraden, in Zeichen: Z ~ F(n, m).

~ F(n, m)

fi> 10 10,10 10,50

0.5

Abb. 5: Dichten einiger F-Verteilungen

Satz (Fisher-Verteilung): Z ~ F(n,m). Dann gilt:
a) Die Verteilung von Z ist stetig mit Trager [0, ) .
b) Fiir Erwartungswert und Varianz gilt:
2m? (n+m-2)
n(m—2)* (m—4)

, falls m>5

E(z)zlz, falls m>3, und  V(2)=

¢) Sei Q, ~ *(n) n fix. Dann gilt

lim P(Z<z) = P(Q” <z)=P(Q,<nz) fir alle zeR.

m—>o0 n

Bem.: Quantile der F-Verteilung findet man in geeigneten Tabellen oder man berechnet sie mit Excel/SPSS.

Bem.: Fiir groBBe m lasst sich nach c¢) die F(n, m)-Verteilung durch die ;(2 (n) -Verteilung approximieren.

Satz (Quotient quadratischer Abweichungen bei zwei normalverteilten Stichproben):

X, X5, ..., X, eine Stichprobe aus X~N(yX,aX2) und Y;,Y,, ..., Y, aus Y~N(,uY,0Y2).
Beide Stichproben sind unabhingig.

Qx = é(X,-—X

ox

Oy

)2 und Qy :=é(

Fiir die quadratischen Abweichung der X- bzw. Y-Stichprobe gilt:
a) Qx und Qv sind stochastisch unabhéngig.
b) Qx~z’(n=1) und Qy~z*(m-1)

o Qln-D

Qy/m—1) ~ F(n-1,m-1)

Bem: Die F-Verteilung wird zum Vergleich von Streuungen verwendet. Der Zéhler Qy schiétzt die Varianz

der X-Stichprobe, der Nenner die Varianz der Y-Stichprobe. Ist der Quotient nahe bei 1, so wird man anneh-
men konnen, dass die beiden Varianzen gleich sind. Falls nicht, so wird man den Unterschied ,,anerkennen®.

13




4 STICHPROBEN UND STICHPROBENFUNKTIONEN

MANFRED BOROVCNIK

Zusammenfassung: Diese Kurzfassung ersetzt nicht das Studium des Lehrbuches.

Druckfehler bitte riickmelden. Einige Links funktionieren schon.

L€Inhaltsverzeichnis

4.3 Erganzungen

Statistik ist die methodische Erhebung und Auswertung von Daten. Man unterteilt sie in beschreibende und
schlieende Statistik. Um zu erkldren, was die schlieBende Statistik leistet, ist es ganz gut, zu sehen, was sie
mehr leistet als die beschreibende Statistik: sie bietet die Moglichkeit, in Daten gefundene Ergebnisse zu
verallgemeinern. Das wird Thema der Kapitel 5-7 sein. Und was sie an Mehr an Voraussetzungen verlangt:
sie stellt Bedingungen daran, wie die Daten entstanden sind, aus denen man die Schliisse zieht. Im Wesentli-
chen muss es sich bei den Daten um das Ergebnis einer Zufallsstichprobe handeln. Sind die Daten représenta-
tiv fir eine Gesamtheit, so kann man die Schliisse auf diese iibertragen. Zufallsstichproben spielen eine grofe
Rolle dabei, ob man Daten als représentativ ansehen kann. Das ist Thema des vorliegenden Kapitels.

4.3 Erganzungen

& Zzufallszahlen zur Zufallsauswahl

& Weitere Verfahren der Auswahl

Zufilliges Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen aus einer endlichen Gesamtheit wird auch als reine Stichpro-

benauswahl bezeichnet. Es gibt weitere Verfahren der Auswahl, bei denen der Zufall nicht immer eine tra-
gende Rolle bei der konkreten Auswahl tibernimmt.

14
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B3 zufallszahlen zur Zufallsauswabhl Mgl

&

Wie fiihrt man eine Zufallsstichprobe aus einer endlichen Gesamtheit konkret durch. Man nutzt dazu Zufalls-
zahlen. Viele Programme wie z.B. Excel enthalten einen so genannten Zufallszahlengenerator. Dieser liefert
eine Folge von Zahlen z, z,, .., z,,, ..., die sich (fast) wie die Realisierungen von unabhédngigen und identisch
S(0,1) - verteilten Zufallsvariablen Z,,Z,,..,Z,,... verhalten. Mit Hilfe solcher Zufallszahlen lassen sich
Beobachtungseinheiten aus einer gegebenen Grundgesamtheit auswihlen.

B 8: Aus einer Population mit 750 Personen sollen fiinf zuféllig ausgewéhlt werden. Dazu nummerieren wir
die Personen von 1 bis 750 und erzeugen mit einem Zufallszahlengenerator fiinf Zufallszahlen, bei-
spielsweise die Zahlen
0,357628, 0,984527, 0,756239, 0,623854, 0,423651.

Diese werden nun jeweils mit der Gesamtzahl 750 multipliziert und zur nichstgroferen ganzen Zahl
aufgerundet. Man erhélt

269, 739, 568, 468, 318.

Entsprechend werden die Personen mit diesen Nummern ausgewihlt.

Bem.: Mit dem beschriebenen Verfahren erhélt man eine Auswahl mit Zuriicklegen. Fiir eine Auswahl ohne
Zuriicklegen werden Zufallszahlen, welche die Nummer einer bereits ausgewihlten Person ergeben, einfach
ignoriert. Allenfalls muss man mehr Zufallszahlen erzeugen.

o ]

5 Weitere Verfahren der Auswahl

Def.: Die (endliche) Grundgesamtheit G wird in mehrere Teilgesamtheiten S, S,,...,S; zerlegt; d. h.
insbesondere, dass die Teilgesamtheiten paarweise disjunkt sind. Die Zufallsauswahl wird in jeder
Teilgesamtheit getrennt vorgenommen. Diese Methode der zufdlligen Auswahl nennt man geschichtete
Auswahl, die Teilgesamtheiten heien Schichten.

Bem.: In den einzelnen Schichten kann man unterschiedliche Auswahlsédtze anwenden. Die Schichtung kann
nach mehreren Merkmalen vorgenommen werden, etwa nach Geschlecht und Altersklassen.

Bem.: Die geschichtete Auswahl ist dann der einfachen Auswahl vorzuziehen, wenn das interessierende
Merkmal innerhalb der Schichten wenig streut, aber zwischen den Schichten ein groBerer Unterschied be-
steht. Man reduziert damit die Streuung der Stichprobenfunktionen und verbessert so die Genauigkeit der
ermdglichten Aussagen. Ferner kann man auch fiir die einzelnen Schichten separate Aussagen treffen.

B 9: In einer Gesamtheit von Betrieben soll der durchschnittliche Gewinn geschitzt werden. Es liege eine
Liste aller Betriebe der Gesamtheit und ihrer Gréfenklasse (Anzahl der Beschiftigten) vor. Dann ist
eine Schichtung gemal der Grofenklasse sinnvoll.
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Def.: Die (endliche) Grundgesamtheit G wird in mehrere disjunkte Teilgesamtheiten S, S,,...,S; zerlegt.
Jetzt werden einige Teilgesamtheiten zufdllig ausgewahlt. Die ausgewdéhlten Teilgesamtheiten werden
vollstindig erhoben. Die nicht-ausgewéhlten Teilgesamtheiten werden iiberhaupt nicht untersucht. Die
Teilgesamtheiten werden hier Klumpen, die Auswahlmethode wird Klumpenauswahl genannt.

Bem.: Bei den Klumpen kann es sich etwa um Wahlkreise (oder andere rdumliche Einheiten wie Stadtbezirke
etc.), aber auch um andere Einheiten wie z.B. Unternehmen, Organisationen handeln. Die Klumpen werden in
der Regel nach praktischen Gesichtspunkten zusammengestellt, um die Erhebung der Daten zu vereinfachen.

B 10: Die fiir die Bundestagswahl gebildeten Wahlbezirke stellen eine Zerlegung des Gebiets der Bundesre-
publik dar. Eine Liste der Wahlberechtigten eines Bezirks ist bei der zustdndigen Gemeinde erhéltlich.
In der Marktforschung werden haufig Wahlbezirke als Klumpen ausgewahlt und eine Auswahl der dort
Wahlberechtigten befragt.

Def.: Die (endliche) Grundgesamtheit G wird in mehrere disjunkte Teilgesamtheiten S, S,,..., S; zerlegt.

Die Zerlegungsmerkmale sollen mit dem Zielmerkmal, das untersucht werden soll, eng korreliert sein.
Dadurch entstehen Teilgesamtheiten, auf denen das Zielmerkmal wenig streut. Welches Element aus
der Teilgesamtheit entnommen wird, ist dann fast egal. Man muss nur darauf achten, dass die Teilge-
samtheiten in der Auswabhl richtig repréasentiert sind: D. h., die Teilgesamtheiten miissen mit genau je-
nen Quoten in der Auswahl vertreten sein, mit der sie an der Grundgesamtheit teilhaben. Eine solche
bewusste Auswahl nennt man Quotenauswahl.

Bem.: Fiir die Anwendung von Quotenverfahren ist viel Wissen iiber jene Merkmale ndétig, die mit dem
Zielmerkmal korrelieren. Diese Teilgesamtheiten haben Anteile (=Quoten) an der Grundgesamtheit. Uber
diese Quoten muss man Bescheid wissen. Man muss aber auch die Quoten erfiillen kénnen. Die Auswahl
wird nicht dem Zufall iiberlassen sondern bewusst getroffen. Einzige Einschrinkung ist die ,Erfiillung der
Quoten®. Man erzeugt damit eine Stichprobe, deren Quoten fiir die Teilgesamtheiten mit denen der Grundge-
samtheit {ibereinstimmen. Bei sorgfiltiger Anwendung liefern Quotenstichproben ziemlich gute Ergebnisse.
Sie werden in der empirischen Sozialforschung hiufig verwendet.

B 11: Bei Meinungsumfragen werden unter anderen die Hilfsmerkmale Geschlecht, Alter, Berufsgruppe und
WohnortgroBe verwendet. Die gemeinsame Verteilung dieser Merkmale in der gesamten Bevolkerung
ist bekannt. Auf ihrer Basis bildet man Schichten. Der Interviewer sucht in jeder Schicht aufs Gerate-
wohl die Anzahl von Personen aus, die ihrem Anteil in der Bevolkerung entspricht.

Bem.: Bei der Schichtenauswahl und der Klumpenauswahl ldsst sich die Wahrscheinlichkeit, dass eine
gegebene Untersuchungseinheit in die Stichprobe kommt, quantifizieren. Auf dieser Basis kann man dann
Schliisse im Sinne der statistischen Inferenz ziehen. Fiir Quotenstichproben gilt dies nicht. Hier miissen
andere Rechtfertigungen und Evaluierungen der Methode herangezogen werden. Fiir Einzelheiten dieser
Verfahren sei auf das Lehrbuch Krug et al. (2001) verwiesen, ferner auf Bausch (1990) und StatBundesamt
(1960).

] Y
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5.1 Punktschatzung

Will man den unbekannten Mittelwert eines Merkmals in einer Grundgesamtheit kennen, so konnte man alle
Werte erheben und das Mittel bestimmen. Normalerweise hat man aber nur die Information {iber einige
wenige Merkmalswerte. Dann ,,schitzt™ man mit dem Mittelwert der Daten den unbekannten Mittelwert der
Grundgesamtheit. Die Vorgangsweise bekommt ihren Sinn, wenn die Daten als Realisation einer Stichprobe
aufgefasst werden konnen. Dann ndmlich kann man die Verallgemeinerung der partiellen Information von
den wenigen Daten auf die unbekannte Grundgesamtheit rechtfertigen, indem man diesem Schétzverfahren
,»gute Eigenschaften zusprechen kann. Man kann dann auch aus den Daten ein Intervall bestimmen, das
einerseits den unbekannten Wert mit ,,hoher Sicherheit™ einschlie8t und das anderseits die Genauigkeit der
Information aus den Daten widerspiegelt. Welche Statistiken geeignet sind fiir bestimmte Parameter, wird mit
Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung beurteilt.

5.1 Punktschatzung

& Kriterien fiir gute Schatzungen

& Schétzung von Erwartungswerten und Anteilen

& Schatzung anderer Parameter

Ist die Verteilung einer Zufallsvariablen X durch eine Familie von Verteilungen modelliert, der eigentliche
Wert des Parameters, der die Verteilung festlegen wiirden, aber unbekannt, so bestimmt man aus einer Stich-

probe der Zufallsvariablen eine Funktion, diese Statistik soll den unbekannten Wert schitzen. Man nennt die
Vorgangsweise Punktschitzung.

Exzerpt aus Mosler/Schmid: Wahrscheinlichkeitsrechnung und schlieRende Statistik



& Kriterien fiir gute Schatzungen @
&
5

Jede Funktion der Stichprobe kann als Schitzer fiir unbekannte Parameter dienen. Man braucht Kriterien, die
angeben, was einen ,,besseren” Schétzer von einem ,,schlechteren" unterscheidet.

B 1: Hiéngen Ausgaben von Studierenden vom Studienort ab? Um solche Fragen zu beantworten, untersucht
man zundchst die monatlichen Ausgaben der Studierenden an einer Universitdt. Man mdchte sich In-
formation verschaffen iiber die durchschnittlichen Ausgaben, den Median und die beiden weiteren
Quartile, sowie den Anteil der Studierenden mit monatlichen Ausgaben von mehr als 1000 €. Dazu
wéhlt man zufdllig eine Stichprobe von 50 Studierenden und erhebt deren monatliche Ausgaben:

309 661 236 1130 1288 1380 761 487 577 310
714 611 678 637 694 459 286 458 567 1010
398 107 951 1244 442 494 1082 827 727 252
234 561 797 1201 225 363 676 805 203 936
168 558 336 779 354 150 340 837 237 460

Den interessierenden Groflen entsprechen offenbar die folgenden Parameter der Verteilung:
0= px der Erwartungswert von X, 6, = x, 5 Median von X,

05 =xy,5 und 6 4= x 75 das untere und das obere Quartil von X,

0 s=P(X>1000), Wahrscheinlichkeit, einen Studierenden mit mehr als 1000 € Ausgaben zu ziehen.

Def.: X, X,, ..., X,, ist eine Stichprobe von X, @ ein Parameter der Verteilung von X. Eine Stichproben-

funktion 6’A(X1 , X5, ..., X,,) nennt man eine Schdtzfunktion fiir den Parameter 6.

Bem.: Der Schitzer é(Xl, X,, ..., X,,) ist eine Zufallsvariable (eine Stichprobenfunktion) und kann mit
den Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung beurteilt werden. Der Schitzwert é(xl, Xy, ..., X,) ist eine

Zahl, ausgerechnet aus den Daten x;, x5, ..., x,, einer Stichprobe. Trotz dieses Unterschieds schreibt man

meist kurz 6 sowohl fiir den Schitzer als auch fiir den Schétzwert. Betrachtet man den Schitzer bei verschie-
denen Stichprobenumfingen n, schreibt man én. Es ist klar, dass ein Schitzer 6 den zu schitzenden Parame-
ter 6 in der Regel nicht exakt trifft. Abhidngig von der konkreten Realisation der Stichprobe ist sein Wert
groBer oder kleiner als der gesuchte Wert €. Da 0 eine Zufallsvariable ist, sind jedoch mittels der Wahr-

scheinlichkeitsrechnung Aussagen dariiber moglich, in welcher Weise 6 um 6 schwankt.

Def.: Ein Schitzer 6= 6A’(X1 , Xg, oo, X,,) fir @ heiBt unverzerrt (erwartungstreu; unbiased), wenn
E{é} =@ fiir alle moglichen Werte von 6.
Die Differenz b (é) = E{é — 6} heiBt Verzerrung (bias) von 6.
Die Grole MSE (é) =E{ (é - 6)2} heiBt mittlerer quadratischer Fehler (Mean-Squared-Error).




Bem.: Der Erwartungswert des Schitzers héngt auch vom zutreffenden Wert des Parameters

@ ab:

E{é} =E g{é} . Wenn ein Schétzer erwartungstreu ist, so ist sein Erwartungswert ist in jedem Fall gleich dem

unbekannten Parameter. Es ist wiinschenswert, dass ein Schétzer unverzerrt ist, d. h. einen Bias von 0 hat.

Satz: Ist 6 erwartungstreu, so ist MSE (é) =V (0)

Bem.: Fiir erwartungstreue Schitzer ist der MSE gleich der Varianz des Schétzers.

Bew.: Wegen E{0} =0 ist MSE(0)=E{(6—-0)>} =E{(0-E(6))*} =V ().

Def.: Der Schitzer én = é(Xl, X,, ..., X,,) sei fiir jede Stichprobenlénge » definiert.
Er heil3t konsistent fiir 6, wenn er nach Wahrscheinlichkeit gegen 6 konvergiert:

p—lim 6,=6.

n—®

Bem.: Die Konvergenz bedeutet ausfiihrlicher: Fiir ein beliebig vorgegebenes ¢ >0 gilt
lim P(|8,-0|<¢)=1

n—>0

Konsistenz besagt anschaulich, dass sich die Verteilung des Schitzers mit zunehmendem Stichprobenumfang
n auf den zu schiatzenden Wert € zusammenzieht und dass die Wahrscheinlichkeit, den Parameter um mehr

als einen beliebig kleinen Wert ¢ zu verfehlen, gegen Null strebt, wenn der Stichprobenumfang wéchst.

Def.: Ein Schitzer, dessen Verzerrung fiir n — o gegen Null geht, d. h.
lim E{§, -6} =0,

n—»0

heiB3t asymptotisch unverzerrt oder asymptotisch erwartungstreu.

Satz: Ist én ein Schétzer fiir 6 asymptotisch erwartungstreu und geht seine Varianz gegen Null, d. h.,

lim E{,}=6 und lim V{6,}=0,

n—>0 n—>0

dann ist er konsistent.

Bem.: Die Bedingungen sind wohl hinreichend aber nicht notwendig dafiir, dass ein Schitzer konsistent ist.
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3 Schatzung von Erwartungswerten und Anteilen

g

Satz: Sei X, X,, ..., X, eine Stichprobe aus X. Die Verteilung von X ist bis auf V(X) <o beliebig. Der

n

— n
Schétzer X, = 1 > X, ist erwartungstreu und konsistent fiir den Erwartungswert u =E (X).
n =1

Bew.: Erwartungswert und Varianz fiir die Stichprobenfunktion X, wurden schon hergeleitet. Es gilt:
< < V(X

E(Xs)=p und V(X,)= V) .

n

Die Varianz geht mit n — oo gegen Null. Damit sind die hinreichenden Bedingungen fiir Konsistenz erfiillt.

Bem.: Ist die Varianz unbekannt, so muss man auch sie schitzen.

B 1f: X, ist erwartungstreu fiir x4 ; aus den Daten ergibt sich der Schitzwert x =599,94 €.

Satz: X, X,, ..., X, isteine Stichprobe aus X ~B(1, 7).

n

. I : . .
Der Schitzer 7=X=—-) X, isterwartungstreu und konsistent fiir 7 .
n ;=1

Bem.: Anteile sind auch Mittelwerte, wenn die einzelnen Daten nur die Werte 0 oder 1 sind. So ist es nicht
verwunderlich, dass dieselbe Statistik wie bei der Schiatzung von Erwartungswerten zum Zuge kommt.

n
Bew.: Die Statistik Y X; ist binomialverteilt mit » und 7 ; fiir Erwartungswert und Varianz gilt:
i=1

n n
E(YX X;)=n-7 und V(2 X;,)=n-7-(1-7).
i=1 i=1
Nach Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz erhélt man fiir den Schétzer 7 :

E(ﬁ)=l-n-ﬂ=7r und V(ﬁ):%.n.”.(l_”):”'(l—ﬂ)
" n

Bem.: Diese Varianz muss man gegebenenfalls auch schétzen. Man kann auch Erfahrungswerte oder maxi-
male Abschétzungen dafiir einsetzen.

B 2: Bezeichne 7 den Anteil der Raucherinnen unter den weiblichen Studierenden der Universitit zu Koln.
Eine Studentin wird zufillig ausgewahlt. Sei

X = 1 falls die Studentin raucht
0 falls nicht

b

dann ist 7 =P (X =1). In einer Stichprobe vom Umfang n = 20 befinden sich vier Raucherinnen. Als

Schétzwert erhalten wir demnach 7 = % =0,2.




B 1f: Hier bezeichnet X; die Ausgaben des i-ten Studierenden in der Stichprobe. Um 7 =P (X >1000) zu
schétzen, setzen wir
1 falls X . >1000
0 falls nicht

Aus den Daten ergibt sich fiir den Schitzer 7 =Y der Wert 0,14.
Ebenso schitzt man etwa die Wahrscheinlichkeit 7,y, = P(X <400) durch 7y, =0,34.

Bem.: Bei endlicher Grundgesamtheit liefert Ziehen mit Zuriicklegen eine einfache Zufallsstichprobe
X, X5, ..., X, aus X. Beim Ziehen ohne Zuriicklegen sind dagegen die X;, i=1,2,...,n abhingig (siche
Kapitel 4). Schétzt man in diesem Fall 7 mit 7, so ergibt sich als Varianz der Schatzfunktion
7-(1-7) N—-n

n N-1
also ein kleinerer Wert im Vergleich zum Ziehen mit Zuriicklegen, da der Korrekturfaktor kleiner als 1 ist.

Vi(7)=

a x|
3

& Schatzung anderer Parameter

Satz: Sei X, X,, ..., X,, eine Stichprobe aus X. Die Verteilung von X ist bis auf o? =V(X)<o belie-
. . 1z = . . . :
big. Der Schatzer S?=—. > (X;— X)2 fir o2 ist asymptotisch erwartungstreu und konsistent.

n =1

n

Bew.: Wir berechnen den Erwartungswert:
2 1 &z 52 1 2 2 =2
E{S }=E{;'Z X;=X) }=;'Z E{X;"}-E{X"}
i=1 i=1

Durch Umstellung im Verschiebungssatz fiir die Varianz von X; bzw. X erhilt man
2

E{X,-Z}:O'ZJr,u2 und E{X}:G—+y2
n
und damit
n 2 2 —
(=3 (02 +?)- (Tt ) =0? - T =" 52,
n = n n n

Der letzte Ausdruck strebt mit » — o0 gegen o’

Bem.: Listiger gestaltet sich der Beweis, dass die Varianz dieses Schitzers gegen Null strebt.

Bem.: Offensichtlich ist die korrigierte Stichprobenvarianz

1 n S\2
Y (X-X) =
n—1 ;5 n—1

n

S*? = -§?

erwartungstreu fiir o . Die Konsistenz bleibt durch die Skalierung erhalten.




B 1f: Aus den Daten ergibt sich der Schitzwert s = \/3_2 =322,60 €.

Satz: X, X,, ..., X,, isteine Stichprobe aus X ~B(1, 7).
n —
Der Schiitzer $? = L > (X;— X)2 fir V(X)=7-(1-r) ist erwartungstreu und konsistent.
n j=1

Bem.: Aufgrund der besonderen Werte 0 und 1 fiir die Zufallsvariablen kann man den Schétzer vereinfachen:
S?=X-(1-X)=7-(1-7%).

Def.: Sei X, X,, ..., X,, eine Stichprobe aus X. Das kleinste der X; bezeichnet man mit X,

n
das zweitkleinste mit X ;) und so weiter bis zum Grofiten X, .
Die Zufallsvariablen Xy, X2y, ..., X, heilen Ordnungsstatistiken. Sie sind aufsteigend geordnet:

Mithilfe der Ordnungsstatistiken definiert man fiir 0 < p <1 das p -Quantil der Stichprobe als

R X(n ) falls n p ganzzahlig
xp =

X([np]+1) sonst

Bem.: [n p] ist der ganzzahlige Teil von n p. Diese Definition des Stichprobenquantils entspricht der des

Quantils in der beschreibenden Statistik.

Satz.: Sei X, X,, ..., X,, eine Stichprobe aus X. Das p-Quantil der Stichprobe )%p ist konsistenter

n

Schitzer fiir das unbekannte Quantil x, von X.

Bem.: Im Allgemeinen ist dieser Schitzer nicht unverzerrt.

B 1f: Aus den Daten sollen die Quartile von X geschitzt werden. Es ist % 55 =336, X, 5 =561, X(75 =797 .

Die Ausgaben, die den ,,mittleren" 50% der Studierenden entsprechen, liegen zwischen 336 und 797 €.

Satz.: Sei (X,,Y)), (X5,Y,), ..., (X,,Y,) einfache Stichprobe aus (X,Y). Den theoretischen Korrelations-

koeffizienten p xy schétzt man durch den Stichproben-Korrelationskoeffizienten

13 (X,-X) (Y~ Y)
i=1

ﬁXY =
Sx-Sy

Dieses Schatzer ist asymptotisch erwartungstreu und konsistent.

Bem.: Wir setzen voraus, dass jedes der n Paare (X;,Y;), dieselbe gemeinsame bivariate Verteilung besitzt

und fiir verschiedene Indizes i voneinander unabhingig sind. Insbesondere hat dann jedes der Paare den
gleichen Korrelationskoeffizienten p xy. Im Allgemeinen hat dieser Schétzer einen Bias, der von Null

verschieden ist, der jedoch mit n — oo verschwindet.
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5.2 Konstruktionsprinzipien fur Punktschatzer

Will man den unbekannten Mittelwert eines Merkmals in einer Grundgesamtheit kennen, so kdnnte man alle
Werte erheben und das Mittel bestimmen. Normalerweise hat man aber nur die Information iiber einige
wenige Merkmalswerte. Dann ,,schitzt man mit dem Mittelwert der Daten den unbekannten Mittelwert der
Grundgesamtheit. Die Vorgangsweise bekommt ihren Sinn, wenn die Daten als Realisation einer Stichprobe
aufgefasst werden konnen. Dann némlich kann man die Verallgemeinerung der partiellen Information von
den wenigen Daten auf die unbekannte Grundgesamtheit rechtfertigen, indem man diesem Schétzverfahren
»gute Eigenschaften zusprechen kann. Man kann dann auch aus den Daten ein Intervall bestimmen, das
einerseits den unbekannten Wert mit ,,hoher Sicherheit™ einschlie8t und das anderseits die Genauigkeit der
Information aus den Daten widerspiegelt. Welche Statistiken geeignet sind fiir bestimmte Parameter, wird mit
Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung beurteilt.

5.2 Konstruktionsprinzipien fur Punktschatzer

& Momentenmethode
& Maximum-Likelihood (ML)-Methode

& Vergleich von Momenten- und ML-Methode

Bei manchen Schétzproblemen ist es besonders einfach, einen geeigneten Schitzer anzugeben. So liegt es
nahe, den Erwartungswert einer Zufallsvariablen durch das Stichprobenmittel zu schétzen. Bei anderen
Schitzproblemen ist das Auffinden eines geeigneten Schétzers schwieriger. Es gibt jedoch generelle Prinzi-
pien, nach denen man Punktschitzer konstruieren kann. Zwei allgemeine Vorgehensweisen, die Momenten-
Methode und die ML-Methode werden hier dargestellt. Das Bayes-Prinzip wird im 3. Abschnitt bei den
Intervallschitzern eingefiihrt, die Kleinste-Quadrate-Methode wird in Kapitel 7 verwendet.




& Momentenmethode @
&
15/

Def.: X eine Zufallsvariable mit g =E(X). Unter Moment bzw. zentrierten Moment k-ter Ordnung von X

versteht man die Erwartungswerte
pe =E(XY) bzw. fi = E{(X- )"}

B:  Erwartungswert und Varianz sind demnach Moment 1. Ordnung bzw. zentriertes Moment 2. Ordnung.
Schiefe und Wélbung sind zentrierte Momente 3. und 4. Ordnung von X.

Bem.: Die Tilde driickt hier immer die Zentrierung der Momente aus.

Def.: X;, X,, ..., X,, eine Stichprobe aus X, so heif3t

n

A

1 =~
by =—-> Xik Stichprobenmoment k-ter Ordnung.
n =1

N - L 1 & 2 2 12 X-X3 & 128 X-X
B: f=—XX, lh=—2X-X’, th=—2 =), ==Y F*
n =1 n =1 n =1 S n =1 S
sind der Reihe nach Stichprobenmomente 1. bis 4. Ordnung, mit Ausnahme des ersten sind alle zent-
riert.

Def. (Momentenmethode): X;, X,, ..., X

1) ein Moment der Verteilung von X, so nimmt man das entsprechende Moment der Stichprobe:

, eine Stichprobe aus X. Ist der zu schitzende Parameter &

0 =y , dann éz,[tk

ii) eine (umkehrbar eindeutige) Funktion € = g () eines Stichprobenmoments, so nimmt man

0=g(fy)

Bem.: Im zweiten Fall schitzt man erst das Moment k-ter Ordnung, dann setzt man es in diese Funktion ein.

Bem.: Momentenschitzer sind in allen relevanten Fallen konsistent, jedoch im Allgemeinen nicht erwar-
tungstreu.

B:  Den Erwartungswert schétzt man nach dieser Methode durch das 1. Moment der Stichprobe, das ist das
arithmetische Mittel; die Wolbung schitzt man durch das 4. zentrierte Moment der Stichprobe:

fi=fis Fr=Fi




B 3: Sei X exponentialverteilt mit Parameter 4 >0, d. h. X ~Exp(4). Weil E(X) =% gilt,
lasst sich A als Funktion von E (X) darstellen:
1 1 A . 1 1. . . .
=——=—=g();und A=g(/y)=—== istein Momentenschitzer fiir 1.
EX) u o X
B 4: Bei einer Pareto-verteilten Zufallsvariablen X ~ Par («,c) sei ¢ gegeben. Der Parameter « soll ge-
schitzt werden. Wir unterstellen o >1; dann ist der Erwartungswert endlich und gleich
E(X)=2<
a-1
Durch Umformung folgt
EX)
o=—-=
E(X)—c g ()
Mit dem Stichprobenmittel f; = X konstruieren wir daraus einen Momentenschitzer fiir « :
a = A/’ll = _X
Hy—-c X-c
B S: Aufgrund einer Stichprobe X, X,, ..., X, aus X~S(a,f), a</f, sollen die beiden Parameter

n

geschitzt werden. Wegen
_a+f _ L g_a?
E(X)= 5 und V(X) T (f-a)
gilt
a=EX)—43-V(X), B=EX)++3-V(X).

Daraus erhilt man die Momentenschitzer: ¢ = X—+/3-S?, L=X+3- S? .




C =
& Maximum-Likelihood (ML)-Methode

g

Die Methode wird zuerst allgemein beschrieben, dann in einigen Beispielen angewendet. SchlieBlich werden
Eigenschaften der so gewonnenen Schétzer besprochen.

Def.: Eine parametrische Verteilungsannahme ist: Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X gehort zur
Klasse F= {Fy(x)| 0<B}.
Dabei bezeichnet & einen (oder mehrere) unbekannte Parameter. Die Menge ® der Werte, die fiir ¢
in Betracht gezogen werden, nennt man Parameterraum.

Bem.: Im parametrischen Modell wird der Typ der Verteilung festgelegt. Zur vollstindigen Beschreibung der
Verteilung von X fehlt nur die Kenntnis des Parameters.

B 6: Im Beispiel mit der Pannenhaufigkeit (vgl. Beispiel 6 in Kapitel 4) ist das Auftreten einer Panne bei
einem zufillig ausgewdhlten Fahrzeug Bernoulli-verteilt mit Parameter 7, X~B(l,7), O<z<1.

Dies stellt eine parametrische Verteilungsannahme dar. Hier ist =7 und ® =(0, 1) .

B 3f: Hier haben wir als parametrische Verteilungsannahme X ~Exp(A) vorausgesetzt; die Klasse der
moglichen Verteilungen von X lautet explizit
F={F,(x)=1-¢*"| x>0, 2€(0,0)}, mit =1 und O = (0, )

Def.: Xl’ Xz, ey X
der Stichprobe als Funktion des Parameters € bei gegebenen Beobachtungen x;, x,, ..., X,
L@)=f(x, x5, ..., x,|O)=f(x;[0)-£(x,]0)-...-f(x, |0)-
heiBt Likelihood-Funktion.

Einen Wert 6, der die Likelihood-Funktion bei gegebenen Beobachtungen x;, x,, ..., X, maximiert,

L(6)=max L(6),

60O

nennt man ML - Schétzwert fiir den Parameter 6. Der entsprechende Schitzer heil3t ML - Schdtzer.

, eine Stichprobe aus X. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte

Bem.: Anstatt die Likelihood-Funktion zu maximieren, ist es meist einfacher, ihren Logarithmus, das ist die
Loglikelihood-Funktion

[(0) =In(L(0)) = ilf(xi 10),

zu maximieren. Die Stelle des Maximums der Likelihood-Funktion stimmt mit der der Loglikelihood-
Funktion iiberein, denn der Logarithmus ist eine streng monoton wachsende Funktion.

10



B 6f: Esist X, ~B(l,7), 0<z <1, fiir alle i. Das Ergebnis von n = 10 Beobachtungen lautet
Xy, Xy, ..., X,=1(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0).
Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ergebnis betrigt, falls 7 zutrifft
f(xp, Xpy s x| M) =7 (1= 7).
Nach der ML-Methode bestimmt man nun jenen Wert 7 als Schéitzwert fiir diesen Parameter, bei dem

diese Wahrscheinlichkeit maximal ist. Bei gegebenen Beobachtungen ist die genannte Wahrscheinlich-
keit eine Funktion des unbekannten Parameters. Man maximiert die Loglikelihood-Funktion

I(r)=In(z'-A-7)°)=In(x)+9-In(1- 1),
indem man ableitet und die Ableitung gleich Null setzt:
l'(;z')=l—9'_l =0.
V4 -7

Man erhélt 7 =0,1. Da die zweite Ableitung tiberall negativ ist, bestimmt die Losung ein globales Ma-

Ximum.

Satz (Invarianz von ML-Schiitzern gegen Transformationen): Ist @ der ML-Schitzer fiir einen bestimm-
ten Parameter &, dann ist fiir jede streng monotone Funktion g()der ML-Schétzer fiir g(€) durch

g (é) gegeben.

Bew.: Die Lage des Maximums wird durch streng monotone Funktionen nicht verdndert.

B: Wenn 6 der ML-Schitzer fiir diec Varianz einer bestimmten Verteilung ist, dann ist \/5 der ML-
Schétzer fiir ihre Standardabweichung.

Bem.: Um im konkreten Fall den ML-Schitzer zu bestimmen, muss ein Maximierungsproblem geldst wer-
den. In vielen einfachen Schétzproblemen — z.B. bei der Schétzung eines Erwartungswertes — lésst sich

allerdings das globale Maximum der Loglikelihood-Funktion in Abhédngigkeit von x;, x,, ..., x,, explizit
angeben.
Satz (ML fiir Bernoulli-Verteilungen):
Sei X; ~B(1l,7), 0<z<1und X;, X,, ..., X,, eine Stichprobe von X.
Dann ist 7 =X ML-Schitzer von 7.
Bem.: Der ML-Schitzer ist gleich der relativen Haufigkeit der ,,Erfolge" im Bernoulli-Experiment.
Bew.: Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion der Stichprobe lautet, falls 7 zutrifft:
n
L(z)=[17% -(1-m)" % =2%% (1= )2 1) =27 . (1- )" 7,
i=1
wobei z fiir die Summe der Daten x; steht. Die Loglikelihood-Funktion ergibt sich als
[(m)=z-In(m)+(n—-z)-In(1-7x).
Ihre ersten beiden Ableitungen betragen
Z'(?Z')ZZ'l-l-(}’l—Z)' sowie l”(ﬂ)z—z-%—(n—z)- ! "
r -7 z (1-7x)
Um das Maximum zu bestimmen, wird die erste Ableitung gleich Null gesetzt, als Losung ergibt sich:

A

T=X.
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Da die zweite Ableitung fiir alle 7 negativ ist, ist die Losung ein lokales Maximum, und zwar das einzige im
Inneren des Parameterraums (0,1). In beiden Randpunkten geht die Loglikelihood-Funktion gegen —o . Es

folgt, dass die Losung gleichzeitig das eindeutige globale Maximum liefert.

Satz (ML fiir Exponentialverteilungen):

Sei X ~Exp(1), 4>0 und X;, X,, ..., X, eine Stichprobe von X.

n

Dann ist A =% ML-Schétzer von A.

Bew.: Die gemeinsame Dichte der Stichprobe in Abhédngigkeit von 4 lautet
L) =(e * ) (he? ) (e # ) = 2" exp(-A 3 %,)

Die Loglikelihood-Funktion ist daher .
[(A)=n-In(A)~ (A X x).

Wieder werden die beiden le:rlsten Ableitungen bestimmt:

IMry="— ¥x und z"(;z)z—/%.
i=1

Durch Null-Setzen der ersten Ableitung erhélt man A= é, was wegen der iiberall negativen zweiten Ablei-
X

tung tatsichlich ein globales Maximum darstellt.

Satz (ML fiir Normalverteilungen):
Sei X~N(,u,0'2) mit xR und >0 und X, X5, e, X

Dann ist (£,67%) = (X, S?) der ML-Schiitzer fiir (,02%).

, eine Stichprobe von X.

Bew.: Die gemeinsame Dichte der Stichprobe in Abhéngigkeit von (u,az) lautet

L(g,o?) = —1 exp{—%(xl;”fy 1 exp{_%(%m..,;exp{_g%)z}

o2n o2n o 2n

1 n
— L — el Y-}
" (J27)" 207 i=1

Logarithmieren ergibt:
at.0%) == (@)= In(f2) =~ 35— )
o =1

Die beiden partiellen Ableitungen sind:
0 2 1 &z 0 2 n 1 2

o) =5 X2 (o) == Y (5 - )

ou 2020 oc? 202 2000
Null-Setzen der beiden Ableitungen liefert die Losungen

N o 12 .

f=% und 6% ==Y (x;— )" =s>.

n =1

Eine Uberpriifung der zweiten Ableitungen sowie der Riinder des Parameterraums ergibt, dass tatsiichlich das
globale Maximum vorliegt.

] [
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5

& Vergleich von Momenten- und ML-Methode

|

Die folgende Tabelle enthidlt Momenten- und ML-Schétzer fiir die Parameter einiger Verteilungen. In jedem

Fall liegt eine Stichprobe X, X,, ...

, X

n

aus X zugrunde. In einigen Féllen stimmen die beiden Schéitzer

iiberein. Die ML-Schétzer werden in der Regel durch Differenzieren hergeleitet. Ausnahmen bilden die
Rechteck- und Pareto-Verteilungen, weil deren Likelihood-Funktion nicht differenzierbar ist.

Verteilung Momentenschitzer ML-Schiitzer
X~B(1,7) A=X
X ~Po(u) a=X
~ 1
X ~Exp(4) A==
X
X ~N(u, %) ﬁ:i, S%, =482
.1
X~G(m) A=—
X
- . n
a= >S<—2 1+1 o= X,
X ~Par(a,c) 2 In—-
L a-1 < =1
c=——X R )
a c=min{X;, X,, ..., X}
— . n
X ~Par(ea,c), cbe- . X a=— -
kannt a_c'i—l lenT’
1=
G =X—438? d=min{X,, X,, ..., X, }
X~S(a, f) R
,B=>_(+ﬂ3sz ﬂ:maX{XI’XZ’ ""Xn}
Eigenschaften MM ML
in der Regel konsistent
haufig nicht erwartungstreu, aber asymptotisch erwartungstreu

fiir groB3e Stichpro-

o o a2(0)
approximativ normalverteilt: 6, ~

N(,

)

benumfange n a2 (0)
——— ndherungsweise die Varianz des Schétzers
n
Varianz des Schétzers kleiner
Bestimmte Klassen kleinste mogliche Varianz
Verteilungsannahmen | keine Parametrische Klasse

| ]
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5 Schatzverfahren fur Parameter

MANFRED BOROVCNIK

Zusammenfassung: Diese Kurzfassung ersetzt nicht das Studium des Lehrbuches.

Druckfehler bitte riickmelden. Einige Links funktionieren schon.

L€Inhaltsverzeichnis

5.3 Intervallschatzungen

Will man den unbekannten Mittelwert eines Merkmals in einer Grundgesamtheit kennen, so konnte man alle
Werte erheben und das Mittel bestimmen. Normalerweise hat man aber nur die Information iiber einige
wenige Merkmalswerte. Dann ,,schitzt man mit dem Mittelwert der Daten den unbekannten Mittelwert der
Grundgesamtheit. Die Vorgangsweise bekommt ihren Sinn, wenn die Daten als Realisation einer Stichprobe
aufgefasst werden konnen. Dann nédmlich kann man die Verallgemeinerung der partiellen Information von
den wenigen Daten auf die unbekannte Grundgesamtheit rechtfertigen, indem man diesem Schétzverfahren
»gute Eigenschaften* zusprechen kann. Man kann dann auch aus den Daten ein Intervall bestimmen, das
einerseits den unbekannten Wert mit ,,hoher Sicherheit* einschliet und das anderseits die Genauigkeit der
Information aus den Daten widerspiegelt. Welche Statistiken geeignet sind fiir bestimmte Parameter, wird mit
Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung beurteilt.

5.3 Intervallschatzung
& Konfidenzintervalle fiir Erwartungswerte und Varianzen
& Konfidenzintervalle fiir Anteile

& weitere Fragestellungen: Genauigkeit und Mindeststichprobenumfang

Bei der Punktschéitzung wird ein einzelner unbekannter Parameter durch eine Zahl, den Schitzwert, geschitzt.
Ermittelt man aus der Stichprobe zwei Statistiken, die dann ein /ntervall bilden, das den unbekannten Para-
meter mit hoher Wahrscheinlichkeit enthilt, so spricht man von Intervallschiatzung. Der folgende Abschnitt
behandelt die Grundbegriffe der Intervallschitzung und einige spezielle Methoden, um Intervallschitzer zu
bestimmen.

14



& Konfidenzintervalle fiir Erwartungswerte und Varianzen Mgl
5
<)

Sei X eine Zufallsvariable, deren Verteilung von 6 abhingt. Aus den Daten einer einer Stichprobe von X soll
man ein Intervall berechnen, das den unbekannten Wert mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit enthilt.
Zunichst sei der Parameter der Erwartungswert der Zufallsvariablen.

B 7: Um den unbekannten Erwartungswert einer Zufallsvariablen X zu schitzen, wird eine Stichprobe
X, X5, ..., X, aus X beobachtet. X ist ein Punktschitzer fiir 1 =E(X). Da der Schitzer eine Zu-
fallsvariable ist, stellt sich die Frage nach seiner Genauigkeit. Wie dndert sich der Wert, wenn man eine
neue Stichprobe erhélt? Innerhalb welcher Bandbreiten schwanken wiederholte Schéitzungen? Wie ge-

nau ist die Schiatzung? Zur Ergénzung ist es sinnvoll, ein von der Stichprobe abhidngiges Intervall zu
bestimmen, das x mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit einschliet. Wenn X symmetrisch zu sei-

n

nem Erwartungswert u verteilt ist, liegt es nahe, ein Intervall der Form

[Pz, X—z]
zu wihlen; vgl. Abb.1. Dies ist ein ,,zufilliges Intervall der Linge 2&; ihm konnen daher Wahr-
scheinlichkeiten zugeschrieben werden. Wenn etwa die Einschlusswahrscheinlichkeit gleich 95% sein
soll, ist die Lange des Intervalls so festzulegen, dass

P(X-¢& < pu < X-£)=095
gilt. Mit den realisierten Werten der Stichprobe ist der Punktschiatzwert x eine Zahl und das Schitzin-
tervall[ X —&, X —&] ein gewOhnliches Intervall.

Abb.1: Schitzintervall fiir £ in Beispiel 7

Def.: Sei X eine Zufallsvariable, deren Verteilung von € abhingt, X;, X,, ..., X, eine Stichprobe aus X

n

und 0 < <1. Ein von der Stichprobe abhéngiges Intervall [éu, éo ] mit
P4, <0<6)=1-a
heiBt Konfidenzintervall fiir 8 zum Konfidenzniveau 1—« .

Bem.: Das Intervall wird durch die Zufallsvariablen éu und éo begrenzt. Diese sind Stichprobenfunktionen:

0, (X, Xy, ... X,) und 6, (X;, X,, ... X,),

Ist x;, x5, ..., x, der Wert der Stichprobe X;, X,, ..., X,, , so nennt man das Intervall
[60,(x), X5, ..., X,),0,(x1, Xo, ..., X)) ]

den Wert des Konfidenzintervalles (oder auch das konkrete Konfidenzintervall).

Bem.: Fiir jede Realisation der Stichprobe erhdlt man ein konkretes Konfidenzintervall. Entweder enthélt
dieses den wahren Parameter, oder es enthéilt ihn nicht. Dafiir, dass das konkrete Intervall den Parameter
iiberdeckt, ldsst sich keine Wahrscheinlichkeit angeben. Die Wahrscheinlichkeit 1—« haftet nicht dem
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konkret aus den Daten bestimmten Intervall, sondern dem Schitzverfahren an. Sie ldsst sich als relative
Héufigkeit interpretieren: Verwendet man flir eine grole Anzahl von Konfidenzschdtzungen Intervalle, die
jeweils das Niveau 1—a besitzen, so nédhert sich die relative Haufigkeit, mit denen die konkreten Intervalle
den Parameter iiberdecken, dem Wert 1— ¢« .

Bem.: Zu vorgegebenem Niveau 1—« soll ein gutes Konfidenzintervall ,,mglichst schmal” sein. Man wéhlt
das Intervall in der Regel so, dass seine Lange bei gegebenem Konfidenzniveau minimal ist. Wenn X stetig
verteilt ist, l4sst sich fiir jedes « €(0,1) ein Konfidenzintervall angeben, das die Wahrscheinlichkeit 1—«
exakt annimmt. Wenn X diskret verteilt ist, findet man dagegen meist nur ein Intervall, dessen Wahrschein-
lichkeit ungeféhr gleich 1—« ist.

B 7f: Fiir die Berechnung eines Konfidenzintervalls fir 4 =E(X) muss man die Bandbreite ¢ aus der
Bedingung P(X—¢ < u < X+¢&)=1-«a
berechnen. Dazu formt man das Ereignis dquivalent um, ohne seine Wahrscheinlichkeit zu &ndern:
P(—e < X-u < +¢)=1-a
Dann ist eine Reihe von Féllen zu unterscheiden.

1) Man kennt man die Verteilung von X - M, insbesondere gelte X ~N(u, 02) ; man kennt also auch

die Varianz o~ . Die Verteilung von X ist ndherungsweise normal; fiir eine approximative Losung
reicht auch die Kenntnis der Varianz

ii) Man kennt die Verteilung und zwar als X ~N (z, 0'2) , kennt aber den Wert von o nicht.

ii1) Man kennt die Verteilung von X nicht, man kennt aber wenigstens die Varianz o?.

Satz (i): Sei X, X,, ..., X,, eine Stichprobe aus X, X ~N(z, o?) und sei o> bekannt. Das Intervall

S P : o
[6,=X-¢, 6,=X+¢] mit e=u;_, —F

> Jn
stellt ein Konfidenzintervall fiir 12 zum Niveau 1—¢ dar.

Zusatz: Das Konfidenzintervall gilt approximativ fiir #»>40, auch wenn die Normalverteilung fiir X
nicht erfiillt ist.

Bem.: Da o’ bekannt ist, lisst sich das Intervall zu jeder Stichprobenrealisation konkret berechnen. Die
Bedingung n > 40 ist als Faustregel zu verstehen, damit der Zentrale Grenzwertsatz fiir Mittelwerte gilt.

B 8: Der Verkaufspreis fir 1 kg Erdbeeren (in €) bei den Einzelhdndlern einer GroBstadt sei
N(u, o’ =0,09) -verteilt. Gesucht ist ein Konfidenzintervall fiir den Verkaufspreis x4 zum Konfi-
denzniveau 95%. Dazu wird eine Stichprobenbefragung von 15 Einzelhdndlern durchgefiihrt. Sei X;
der Verkaufspreis des i-ten Hiandlers. Man braucht nur die konkreten Daten in das allgemeine Intervall

; 2
einsetzen: n=15, a=0,05, ”1—%: Uup 975 =1,96, 07 =0,09,

das Intervall ergibt sich damit zu

- 03 - 03 . — -
[X-1,96-—= , X+1,96-——]=[X-0,15, X+0,15]
J1s J15

Ergibt eine konkrete Stichprobe den Wert x = 4,20 €, so ist die Realisierung des Konfidenzintervalls
fiir den durchschnittlichen Verkaufspreis [4,05, 4,35].
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eine Stichprobe aus X, X ~N (x4, 02) und o unbekannt. Das Intervall

[0,=X -2, 6,=X+ 5] mit o=101-1)_y
2 n—

Satz (ii): Sei X, X,, ..., X

n

stellt ein Konfidenzintervall fiir ¢z zum Niveau 1 -« dar.
S

n—1

Zusatz: Fur n>40 ist ein approximatives Konfidenzintervall gegeben durch ¢ =u, , -
2

*

Bem.: Mit der korrigierten Standardabweichung erhélt man &=t(n—1),_, ST .
2

n

B9: Sei X normalverteilt, ¢ und o? unbekannt. Fiir den Erwartungswert u soll ein Konfidenzintervall
zum Niveau 1—a =0,99 bestimmt werden. Dazu wird aus X eine Stichprobe vom Umfang n=12 ge-
zogen, die fiir das Stichprobenmittel und die korrigierte Stichprobenvarianz die Werte x =20 bzw.

s*?=4 ergibt. Das Konfidenzintervall fiir 4 wird mit Hilfe der t -Verteilung bestimmt. Fiir 11 Frei-

heitsgrade und 1—«a = 0,99 lautet das 1 —% -Quantil der t -Verteilung: 3,106.

- 2 - mit ¥ =
£=3]106-— = 1,793 ; mit X =20

erhélt man daraus das konkrete Konfidenzintervall [18,21, 21,79].

2

Satz (iii): Sei X, X,, ..., X, sei bekannt.

Das Tschebyscheff-Intervall

eine Stichprobe aus X, die Verteilung ist nicht bekannt, aber o

[éuzX—g, 670=§+ €] mit €=

O
Ao

stellt ein Konfidenzintervall fiir ¢ zum Mindest-Niveau 1 -« dar.

B 10: Speziell sei «=0,05, c=2,n=100und x=7.

a) Fiir das Tschebyscheff-Intervall erhalten wir
2

g=—2= =0,89
Jna  4/100-0,05

und als Konfidenzintervall zum Niveau von mindestens 0,95 : [7—-0,89, 7+0,89]=[6,11, 7,89].

b) Da n=1002>40 hinreichend grof ist, kann man auch das approximative Konfidenzintervall benutzen.
Hierflir ergibt sich mit
e _2

=2 n V100

das Intervall [7—0,39, 7+0,39]=[6,61, 7,39].

=196 =0,39

Bem.: Allgemein sind die Konfidenzintervall iiber den Zentralen Grenzwertsatz weit enger als iiber die
Tschebyscheffsche Ungleichung. Letztere sind nur ein Anhaltspunkt.
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Bew.: (i) Man kennt die Verteilung von X - M, insbesondere gilt X ~N (4, 02) . Um die Wahrscheinlichkeit
P(—¢ < X-u < ¢).

. .. .. O . . . "
zu bestimmen, standardisiert man mit T und erhélt damit eine N (0, 1) -verteilte GroBe:
n

P(—% < 2TH 2,

B
B
o

diese Wahrscheinlichkeit soll gleich 1—«a sein. Man bestimmt daher ¢ aus folgender Gleichung:

2.0(—2-)-1=1-a

Jn
Also gilt: % =l _a mit dem 1—% -Quantil der Standardnormalverteilung; daraus berechnet man die Band-
Jn
breite zu:
o
E=U, 4 ——

Wenn » hinreichend grof ist, gilt nach dem Zentralen Grenzwertsatz

__ approx 2 X_ approx
X ~ N(y,a—),d.h.¥ ~ N(0,1)
n —

Jn

und die Berechnungen gelten approximativ, auch wenn die Normalverteilungsannahme fiir X nicht zutrifft.

ii) Man kennt die Verteilung und zwar als X ~N(z, 0'2) , kennt aber den Wert von o nicht.

Mit der Standardisierung % erhilt man nun fiir eine t(n—1)-verteilte GroB3e das Ereignis:
n

_£ < X—p
o - S
Jn Vn

dessen Wahrscheinlichkeit 1—«a betragen soll. Man bestimmt daher & aus folgender Gleichung:

<

@Mm

2-F(—

)-1 =l-a (F die Verteilungsfunktion der t-Verteilung)

n

Also gilt: % =t(n—1),_, ; daraus berechnet man die Bandbreite zu: e=t(n-1),_» % .
S 2 2 n

Vn
Fiir den Zusatz beachte man, dass nach dem Zentralen Grenzwertsatz die standardisierte Zufallsgrofle auch
mit S im Nenner ndherungsweise normalverteilt ist.

1ii) Man kennt wohl die Varianz o2, nicht aber die Verteilung von X. Dann kann man die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit mit Hilfe der Tschebyscheffschen Ungleichung abschitzen:

O_Z

P(—e< X—pu <¢) < 1—%.

Aus der Forderung

O_2

-2 <l-«
&2

. ) . . o
leitet man nun eine Mindestbandbreite ab: \/_ =c.
na
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Bem.: Wenn die Varianz o einer Verteilung nicht bekannt ist, so muss sie geschitzt werden. Auch dafiir
kann man fiir spezielle Verteilungsannahmen fiir X Intervallschdtzungen angeben.

eine Stichprobe aus X ~N (z, 0'2) , wobei # und o? unbekannt sind. Das Intervall
nS? nS?

=D, 2=,

n

Satz: X, X,, ..., X

[6,,6,] =[

ist ein Konfidenzintervall fiir die Varianz o> zum Niveau 1—¢ .

Bem.: Man beachte, dass dieses Konfidenzintervall asymmetrisch ist; es hat nicht den Punktschétzer S? fiir
o’ zum Mittelpunkt. Symmetrisch ist das Intervall beziiglich der Wahrscheinlichkeiten: Mit Wahrschein-

lichkeit £ liegt das Konfidenzintervall links vom unbekannten Parameterwert (hier der Varianz), und mit

gleicher Wahrscheinlichkeit < liegt es rechts davon. Fiir die Standardabweichung o erhilt man ein entspre-

chendes Konfidenzintervall, indem man statt der obigen Grenzen deren positive Quadratwurzeln einsetzt.

Bew.: Aus einem Satz iiber normalverteilte Stichproben weill man
nS?
—~ 7 (n-).
o
Daraus erhélt man die Wahrscheinlichkeitsaussage
2
P(2(n-1), < 250 < 2-1)_, )=1-a
2 o 2

Durch Umformen der Ungleichungen erhélt man ein dquivalentes Ereignis (mit derselben Wahrscheinlich-
keit):

18 g S

7=, 7 (=1,

|
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& Konfidenzintervalle fiir Anteile
15/

Um eine unbekannte Wahrscheinlichkeit oder einen Anteil 7 zu schitzen, verwenden wir eine Stichprobe
X, X5, ..., X

Konfidenzintervalle fiir Mittelwerte miissen nur fiir die spezielle Verteilung von X spezifiziert werden. Von
den Fillen kommen eigentlich nur (i) und (ii) in der Form der Approximation mittels des Zentralen Grenz-

, aus X~B(l,7). Der Anteil 7 wird dann durch den Mittelwert 7 =X geschitzt. Alle

wertsatzes in Frage. Die Varianz o’ = V(X)=7z-(1-x) mit dem Parameter 7 ist immer auch unbekannt,

man kann aber ihre Schitzung durch S* = 7#-(1—#) aus den Daten umgehen.

Satz: Sei X, X,, ..., X, eine Stichprobe aus X ~B(l,7), 7 =X eine Schitzung von 7, c=u_, .
2

Dann sind die folgenden Intervalle approximative Konfidenzintervalle fiir 7 zum Niveau 1 - :
i) Mit Schétzung der Varianz, falls n-z-(1-7)>9:

JA-(=7)
Jn

0 =r-, 0 =% +¢] mit e=c-
u o

i1) Ohne Schitzung der Varianz, falls n>20:

Ao 2
[0,, 6,] mit 6,, = — .(;HC_W.\/MﬁLC_)‘

u?’ o
n 4n?

Bem.: Dabei ist 7 die relative Haufigkeit eines ,,Erfolges".

Bew.: (i) GemiB dem Zentralen Grenzwertsatz ist die standardisierte relative Haufigkeit fir n-7-(1-7)>9
approximativ normalverteilt

A _ approx

F= T 2T NO

\/72“(1—72') S
Jn Jn

Es gilt daher

P(-c<7z<c)=1-a.
Die Auflésung in eine Doppelungleichung nach 7 erfolgt wie bei Erwartungswerten und liefert das angege-
bene Intervall.

A _ approx
(ii) Schon fiir n>20 gilt: 7=—2—7 - X4 "7 N0, 1).
Jr-(-7) o
n Vn
Jetzt macht die Auflosung der Doppelungleichung nach 7 wegen 7 im Nenner weit mehr Schwierigkeiten
-7
—c<——_—_ <
N
n

Sie ist gleichbedeutend mit

A 2 2

T—-7 n+c . C .
2" n<c® und -7r2—(27z+—)-7r +722< 0.
7-(1-7) n
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Die Auflosung der quadratischen Gleichung nach 7 liefert zwei Losungen, welche die angegebenen Grenzen

éu und éo des Konfidenzintervalles darstellen.

Bem: Losung (ii) kommt ohne Schitzung der Varianz aus den Daten aus. Sie gibt die Information besser
wieder, ist aber umstandlich auszurechnen. Allerdings ist die Losung (i) fiir grofle n ziemlich gut.

B 11: Ein Hersteller ldsst die Ausfallwahrscheinlichkeit eines technischen Gerites bei erhohter Belastung

b)

untersuchen. Um ein Konfidenzintervall fiir die unbekannte Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, wird ei-
ne Versuchsreihe durchgefiihrt. Sei n die Ausfallwahrscheinlichkeit bei einem Versuch. Das Ergebnis
der Versuchsreihe ist die Stichprobe 7 wobei

X = 1 falls i — ter Versuch ein Ausfall
7710 falls nicht

Dann ist X, X,, ..., X

zum Niveau 1—a =0,90 . Betrachtet werden die Ergebnisse folgender Versuchsreihen:

, eine Stichprobe aus X ~ B(1, 7). Gesucht ist ein Konfidenzintervall fiir 7

40
Bei n =40 Versuchen traten insgesamt ) x; =8 Ausfille auf. Daraus folgt die Punktschétzung
i=1

Da die Faustregel fiir das vereinfachte Intervall wegen 40-0,2-0,8 = 6,4 <9 nicht erfiillt ist, muss man
Prozedur ohne Schétzung fiir die Varianz anwenden. Es ist mit

C :ul_% :u0,95 :1,645
2 2
b, = — 20 (g4 1685 11,645.\/0,2 08 1645° )
’ 40 +1,645 0 40 4-40

Das daraus ermittelte Konfidenzintervall [0,1165, 0,3215] ist dem Hersteller zu breit; er lasst deshalb
weitere 30 Versuche durchfiihren.

Gegeben seien 30 zusitzliche unabhidngige Versuche mit 11 Ausféllen. Fiir den Gesamtversuch hat
man daher 19=8+11 Ausfille. Als Schitzwert erhilt man 7, = % =0,2714.

Nun ist die Faustregel wegen 70-0,27-0,73 =13,8 > 9 erfiillt.

Die vereinfachte Formel fiir das Konfidenzintervall ergibt: [0,1841, 0,3587].

Das exakte Intervall enthélt hier nicht viel mehr Information: [0,1937, 0,3661].
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& weitere Fragestellungen: Genauigkeit und Mindeststichprobenumfang

In vielen Anwendungen werden Konfidenzintervalle gesucht, deren Genauigkeit ¥b bzw. deren Breite 25

vorgegeben ist. Da diese Breite der in den vorigen Abschnitten hergeleiteten Konfidenzintervalle mit wach-
sendem Stichprobenumfang »n abnimmt, stellt sich die Frage, wie gro8 » mindestens sein muss, um eine

vorgegebene Breite des Konfidenzintervalles einzuhalten, d.h. éo - éu <2b.

Satz (Mindeststichprobenumfang): X,, X,, ..., X,, sei eine Stichprobe von X ~N (4, o’ ) . Die Varianz

o sei bekannt. Ist der Stichprobenumfang 7 > n,;, mit
2
2 O
Aoin =W o)™ —5,
min ( 1_7) b2

so ist die Lénge des Konfidenzintervalls immer kleiner gleich 25 .

Bew.: Die Linge eines Konfidenzintervalls betriagt 2-u . Man setzt

-5

e

o
2:b=2-u,_ y———
-2
2\lnmin

und 16st nach #n .. auf. Wenn n >n_ . ist, hat das Konfidenzintervall hochstens die Breite 25 .

min min
Bem.: Ist die Verteilung der Zufallsvariablen X nicht bekannt, so muss man ein approximatives Konfidenzin-
tervall berechnen. Dessen Linge ist aber gleich dem im Falle der Normalverteilung. Die Losung ist daher
gleich. Man muss nur zusétzlich beachten, dass die Approximation zuldssig ist, das heif3t, dass nach Faustre-

gel n>40 sein muss.

Bem.: Falls o unbekannt ist, kann man einen Erfahrungwert oder einen sicher zu hohen Wert dafiir einset-
zen. Man kann einen vorldufigen Schitzwert dafiir auch aus einer Pilotstudie gewinnen.

B 12: Fiir ein endverpacktes Produkt, etwa eine Gewiirzmischung, gibt es eine Abnahmekontrolle, die das
spezifische Fiillgewicht untersucht. Dabei werden n Packungen durch eine Zufallsziechung ausgewahlt.
Es bezeichne X; das Fiillgewicht (in Gramm) der i-ten Packung der Stichprobe. Die Verteilungsan-

nahme ist X; ~N (g, o’ =25).

a) Bei einer Stichprobe der Lange n = 20 wird der Mittelwert X =99,35 beobachtet. Man bestimme ein
Konfidenzintervall fiir 2 zum Niveau 1—a =0,99.

b) Wie viele Daten bendtigt man, damit das Konfidenzintervall eine Breite von hochstens 1,0 hat.
a) Die Grenzen des gesuchten Konfidenzintervalles lauten

o L
Jn’ Vn

Durch Einsetzen von u g95 = 2,58 und den Daten erhélt man

[6,,6,] = [ X—u,_q- Xy -
2 2
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5 5
——, 99,35+2,58-—1=[99,35-2,884, 99,35+2,884 ]
V20 V20

Der Wert des Konfidenzintervalles betrdgt [96,47, 102,23].

[6,,6,] =1[99,35-2,58-

b) Die geforderte maximale Breite ist 25 =1,0. Die untere Schranke fiir den Stichprobenumfang betragt
daher

2
= (u,_,)*- T =2,58" 25 _6656.
i p? 0,52

b

Der Stichprobenumfang muss also groBer gleich 666 sein.

Satz (Mindeststichprobenumfang bei Binomialverteilung):
X, X,, ..., X, sei eine Stichprobe von X ~ B(1, 7). Die Varianz sei aus anderen Untersuchungen
mit

als o> =7 (1-7") in der GrofBenordnung bekannt. Ist der Stichprobenumfang n > n,;,

Amin —max{ * 2 PRE ( 1_£)2 M

7 (-7) b?
so ist die Lange des Konfidenzintervalls immer kleiner gleich 25 .

5

Bew.: In der Losung des allgemeinen Konfidenzintervalls setzt man o’ = IZ'*(l - 71'*) ein. Der zweite Teil der

Bedingung soll nur garantieren, dass die Normalapproximation zuldssig ist, was nach Faustregel fiir

n;r(l 7r)>9 also fir n> ——
7z(1 7r)

der Fall ist. Wenn n 2> n,;, ist, hat das Konfidenzintervall hochstens die Breite 25 .

Bem.: Wenn man 7 nicht wenigstens aus einer Pilotstudie kennt, so kann man wegen o= 7(l—7m) S% %

(1) eine Mindestforderung an den Stichprobenumfang stellen, die auch fiir den ,,ungiinstigsten® Fall z =% die

geforderte Breite erﬁillt'

Pin (ul a)
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5 Schatzverfahren fur Parameter

MANFRED BOROVCNIK

Zusammenfassung: Diese Kurzfassung ersetzt nicht das Studium des Lehrbuches.

Druckfehler bitte riickmelden. Einige Links funktionieren schon.

L€Inhaltsverzeichnis

5.4 Erganzungen

Will man den unbekannten Mittelwert eines Merkmals in einer Grundgesamtheit kennen, so konnte man alle
Werte erheben und das Mittel bestimmen. Normalerweise hat man aber nur die Information iiber einige
wenige Merkmalswerte. Dann ,,schitzt man mit dem Mittelwert der Daten den unbekannten Mittelwert der
Grundgesamtheit. Die Vorgangsweise bekommt ihren Sinn, wenn die Daten als Realisation einer Stichprobe
aufgefasst werden konnen. Dann nédmlich kann man die Verallgemeinerung der partiellen Information von
den wenigen Daten auf die unbekannte Grundgesamtheit rechtfertigen, indem man diesem Schétzverfahren
»gute Eigenschaften* zusprechen kann. Man kann dann auch aus den Daten ein Intervall bestimmen, das
einerseits den unbekannten Wert mit ,,hoher Sicherheit” einschlieit und das anderseits die Genauigkeit der
Information aus den Daten widerspiegelt. Welche Statistiken geeignet sind fiir bestimmte Parameter, wird mit
Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung beurteilt.

5.4 Erganzungen
& Anwendungen

& weitere Prinzipien fiir Schatzfunktionen

An Finanzmarktdaten werden die Methoden von Punkt- und Intervallschédtzungen illustriert. SchlieBlich
werden weitere Prinzipien fiir ,,gute* Schétzfunktionen eingefiihrt.
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& Anwendungen @

3

Satz:

(X,Y) sei zweidimensional normalverteilt mit Korrelationskoeftizienten p = p xy , sei
X, Y), (X,,Y,), ..., (X,,Y,) Stichprobe aus (X,Y); o der empirische Korrelationskoeffizient.

a) Die Fishersche z-Transformation Z :=% In It /f ist approximativ normalverteilt:
approx
7 CUN (_ In 1+ p 1 )
1-p° n-3
u a 1/[ a
b) Mit A=lnif2 5. 2% p._pl+P ist
1-p Vn— e P n-3
el-1 L1 . . .
[0,.6,] =[——., —5—1 einnadherungsweises 1—« -Konfidenzintervall fiir p
e"+1 e +1
Bem.: Das angefiihrte Quantil gehort zur Standardnormalverteilung.
B 13: Die Tagesrendite X, =InK,-InK,_; =+ lf L einer Aktie ist die borsentigliche Zuwachsrate ihres

Kurses in Prozent, bereinigt um Dividenden und dhnliche Zahlungen. Die stetige Rendite ist die stetige
Wachstumsrate der Kurse. Die Tagesrenditen einer Aktie modellieren wir als Folge von unabhéngigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen. Wir sehen die Tagesrenditen einer Aktie j als Realisation einer
Stichprobe aus einer Zufallsvariablen X ; an.

Die untersuchten Aktien sind im DAX enthalten: BASF, Hypobank, Bayer, BMW, Deutsche Bank,
SAP, Siemens und VW. Der Erhebungszeitraum reicht vom 28.2.1992 bis zum 1.3.2002, das sind n =
2611 Borsentage. Die Daten sind als Excel-Datei Aktienbeispiel.xIs abrufbar.unter

http://www .uni-koeln.de/wiso-fak/wisostatsem/buecher/wrechng_schliessende/index.htm

Dabei werden die Punktschétzungen fiir die mittleren Renditen /; = X und die Standardabweichungen
G ; =S der einzelnen Aktien j fiir einzelne Tage auf ein Jahr umgerechnet. Fiir die Jahresrenditen wer-

den die durchschnittlichen Tagesrenditen mit 250 multipliziert (Borsenjahr = 250 Tage). Dies wird als
Annualisierung bezeichnet. Durch Multiplikation der Standardabweichungen der Tagesrenditen mit

250 erhdlt man die Standardabweichungen der Jahresrenditen, das sind die Volatilitdten.

Aktie j mittlere Jahresrendite Volatilitat
der Aktie j (in %) der Aktie j (%)
BASF 15,05 25,58
HYPO 7,14 31,76
BMW 17,08 32,08
BAY 11,57 26,65
DB 8,07 28,84
SAP 32,22 46,42
SIE 12,00 31,09
VW 12,13 30,91

Als néchstes geben wir Intervallschitzungen fiir die Erwartungswerte und Standardabweichungen der
Renditen (pro Jahr). Als konkrete - zumindest approximative — 0,95-Konfidenzintervalle fiir die mittle-
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ren Renditen (in %) erhdlt man die ersten beiden Spalten der folgenden Tabelle. Wie man sieht, sind
die 0,95-Konfidenzintervalle der mittleren Renditen recht breit. Wir schlieen daraus, dass sich die
mittlere Jahresrendite nur ungenau schitzen ldsst, auch wenn man Daten flir eine gro3e Zahl von Bor-
sentagen hat. Um Intervallschidtzungen fiir die Standardabweichungen angeben zu konnen, bendtigen

wir zusétzlich eine Normalverteilungsannahme X; ~N(,uj,0j2). Die konkreten 0,95-Konfidenz-

intervalle fiir die Standardabweichungen (in %) sind in der folgenden Tabelle:

Aktie Konfidenzintervall fiir die mittlere Konfidenzintervall fir die
Jahresrendite (in %) Volatilitat (in %)
0, o, 0, o,
BASF -0,47 30,56 24,91 26,30
HYPO -12,13 26,40 30,93 32,65
BMW - 2,37 36,54 31,24 32,98
BAY - 4,60 27,74 25,96 27,41
DB -9,42 25,57 28,09 29,66
SAP 4,06 60,37 45,20 47,72
SIE - 6,86 30,86 30,27 31,96
VW - 6,62 30,87 30,10 31,78

Die Tagesrenditen verschiedener Aktien sind im Allgemeinen nicht unabhingig, sondern miteinander
korreliert. Fiir je zwei Aktien kann man den Korrelationskoeffizienten aus der vergangenen Entwick-
lung der Tagesrenditen schétzen. Unter der Annahme, dass alle Tagesrenditen im Zeitablauf nicht von-
einander abhéngen, erhélt man hier fur je zwei Tagesrenditen X ; und X, , zum Beispiel BASF () und

Bayer (k), eine einfache Stichprobe der Lange n=2610. Der empirische Korrelationskoeffizient

der Aktien j und £ stellt einen geeigneten Schitzwert flir den theoretischen Korrelationskoeffizienten
P der beiden Aktien dar. In der folgenden Tabelle sind die empirischen Korrelationskoeffizienten

der acht Aktien aufgefiihrt.

Tik BASF HYPO BMW BAY DB SAP SIE VW
BASF 1,00

HYPO 0,37 1,00

BMW 0,47 0,36 1,00

BAY 0,71 0,35 0,46 1,00

DB 0,45 0,54 0,44 0,43 1,00

SAP 0,27 0,22 0,25 0,26 0,34 1,00

SIE 0,40 0,34 0,39 0,40 0,50 0,42 1,00

VW 0,50 0,37 0,56 0,46 0,46 0,32 0,44 1,00

Wie man sieht, sind die Tagesrenditen sdamtlicher Aktien positiv korreliert. Bei Unternehmen, die der-
selben Branche angehdren, z.B. BASF und Bayer, ist die Korrelation besonders stark ausgeprégt. Unter
der Annahme, dass die Tagesrenditen von je zwei Aktien bivariat normalverteilt sind, lassen sich Kon-
fidenzintervalle fiir die Korrelationskoeffizienten bestimmen. Fiir die Tagesrenditen von BASF und
HYPO ergibt als 0,95-Intervall fiir den Korrelationskoeffizienten [ 0,37 F0,03]=[0,34, 0,40]. Fiir alle

anderen Korrelationskoeffizienten ergibt sich ein fast gleicher ,,Aufschlag® von ¥ 0,03 zum Schétzwert
aus der vorhergehenden Tabelle.

Bem.: Die Annahme der Unabhéngigkeit der Tagesrenditen ist nicht unproblematisch: Es ldsst sich bei vielen
Aktien eine leichte Abhéngigkeit der Tagesrenditen feststellen. Es sei darauf hingewiesen, dass die Normal-
verteilungsannahme bei Tagesrenditen (fiir die Intervallschdtzung der Volatilitit) problematisch ist, da diese
in der Regel eine erheblich hohere Wolbung als 3 aufweisen und auBBerdem leicht asymmetrisch verteilt sind.
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& weitere Prinzipien fiir Schatzfunktionen

Um den Erwartungswert x einer Zufallsvariablen zu schitzen, gibt es viele mogliche Schétzer. Die Frage ist,

welchen von zwei alternativ gegebenen Schitzern man vorziehen soll, oder ob es sogar einen — in noch zu
préazisierendem Sinne — besten Schéitzer gibt. Unter Alltagsbedingungen gibt es andere Kriterien, wie die der
Robustheit, welche Schitzfunktionen auszeichnen. Bayes-Schitzer bauen auch Information iiber den unbe-
kannten Parameter ein, die schon vor der Datenerhebung vorhanden sind.

B14: 4= X ist erwartungstreu fiir x bei beliebiger Verteilung F. Andererseits kann z. B. der erste beobach-

tete Wert ein Schitzwert fiir den unbekannten Erwartungswert sein. Es ist dann z =X, Schétzer fiir
u.Da E(X;)=u,istauch i erwartungstreu. Die Varianz des zweiten Schitzers betriagt V(X,) = o?,

. .. == 2 . .. . . .
die des ersten betrdgt V(X)=-<-. Der zweite Schétzer streut also starker als der erste; beide sind je-

doch erwartungstreu.

Def.: Ein Schitzer 4 fiir g heifit linear, wenn die Schatzfunktion linear ist, d.h. wenn
n n
4= X;
i=1
ist mit gewissen reellen Koeffizienten ¢; .

Bem.: Offenbar ist /=X ein linearer Schitzer fiir mit gleichen Gewichten a; =%. Aber auch der Schéitzer

4 =X, ist linear.

n
Satz: Ein linearer Schitzer 4 fiir y ist genau dann unverzerrt, wenn ) o; =1. ‘
i=1

Bew.: Es gilt ndmlich

E(ﬁ)=E(iaiX;)=ila;E(X,-Fﬂilai

Satz (GauB3-Markoff-Theorem): Unter allen linearen erwartungstreuen Schitzern fir x hat ,[zzi die
kleinste Varianz.

Bem.: Solche Schitzer werden BLUE — Best Linear Unbiased Estimator — genannt. Wenn man sich auf
lineare Schitzer beschriankt, gibt es also nach dem GauB-Markoff-Theorem keinen Schétzer, der besser wire
als das Stichprobenmittel.

Bew.: Wir berechnen die Varianz eines beliebigen linearen Schitzers und minimieren die Varianz beziiglich
der Koeffizienten unter der Nebenbedingung, dass der Schitzer unverzerrt ist.

n n n 2 2 n 2 .
Vi =V(2aX)=2a V(X;))=0" X" — min
i=1 i=1 i=1
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n
Nebenbedingung: > «; =1
i=1

Die Lagrangre-Funktion lautet:

L(ay @y, ..., @), M) =0 Yo +A- (S 1)

i=1 i=1

Die Minimal-Losung ergibt das arithmetische Mittel; man erhilt sie durch Null-Setzen der partiellen Ablei-
tungen.

Def.:

Zwei Schéitzer él und éz fiir den gleichen Parameter € seien (zumindest asymptotisch) unverzerrt.

Der Quotient ihrer Varianzen

RE (él,éz)%((‘;))
1

hei3t relative Effizienz von él gegeniiber éz.
Ist RE (él, 632) >1 fiir alle @ und fiir mindestens einen Parameterwert echt grof3er als 1,

so heif3t él wirksamer als éz.

Man nennt einen Schétzer beziiglich einer gegebenen Klasse von Schitzern effizient, wenn er gegen-
iiber allen Schétzern dieser Klasse minimale Varianz hat.

Bem.: Der mittlere quadratische Fehler eines Schitzers ist ein Mal3 fiir seine Prézision. Bei unverzerrten
Schétzern stimmt er mit der Varianz iiberein. Es wird also — im Wesentlichen die relative Prézision des einen
mit der des anderen Schétzer verglichen. Man beachte, dass sowohl die Varianzen und damit auch die relative
Effizienz zweier Schitzer von dem unbekannten Wert des Parameters 6 abhéngen.

Bem.: Nach dem Satz von GauB-Markoff ist das Stichprobenmittel X beziiglich der Klasse aller linearen
unverzerrten Schétzer fiir p effizient.

B 15: Das Stichprobenmittel X hat als Schitzer fiir 4 eine Reihe von guten Eigenschaften. Dennoch kann

seine Verwendung problematisch sein, wenn sich so genannte Ausreifler in der Stichprobe befinden.
Ein Ausreif3er ist ein extremer Wert der Zufallsvariablen X, d. h. ein Wert, der in einen Bereich sehr
kleiner Wahrscheinlichkeit fallt. Ein Ausreifler kann ein fehlerhafter Wert sein, der durch einen Erhe-
bungs-, Ubertragungs- oder Aufbereitungsfehler in die Stichprobe gelangt ist; er kann aber auch einen
korrekten, lediglich selten auftretenden Beobachtungswert darstellen. In beiden Féllen beeinflusst ein
Ausreiller das Stichprobenmittel sehr stark, da sein extremer Wert mit dem gleichen Gewicht wie die
iibrigen Beobachtungen in die Bildung des Mittelwerts eingeht. Bei einem Verdacht auf Ausreifler ist
es deshalb sinnvoll, den Mittelwert erst zu bilden, nachdem man die verddchtigen Werte entfernt hat.

Def.:

Fir O<a <1 ist a-getrimmtes Stichprobenmittel ist der Mittelwert jener Daten, die librig bleiben,
wenn man die Stichprobe X, X,, ..., X, ordnet und die na grofiten und na kleinsten Werte X;

weglésst.

Bem.: Der Wert von « ist dabei im Hinblick auf die konkrete Datensituation und den Anwendungszusam-
menhang festzulegen. Im Extremfall verwendet man lediglich den Stichprobenmedian.
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Bem.: Getrimmte Stichprobenmittel werden robuste Schitzer genannt, da Beobachtungen, die extrem weit
vom zu schitzenden Erwartungswert u liegen, keinen Einfluss auf den Schétzwert haben. Entsprechende

robuste Schitzer verwendet man fiir die Varianz und die hGheren Momente.

B 6f: Im Beispiel ,,Pannenhdufigkeit” sei 6 die unbekannte Wahrscheinlichkeit. Es sei angezeigt, das der
Parameter zwischen 15 und 40% liegt, und zwar mit derselben Wahrscheinlichkeit(sdichte). Kann man
diese Vorinformation iiber den Parameter bei der Konstruktion eines Schétzers beriicksichtigen?

Def.: Unter Vorinformation iiber den Parameter @ ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Parame-
terraum zu verstehen. Diese so genannte a-priori-Verteilung kann diskret oder stetig sein.

Bem.: Oft ist vor der Schétzung bekannt, dass in der konkreten Anwendung nicht jedes 6 aus dem Parame-
terraum in gleicher Weise in Frage kommt. Eine gewisse Schwierigkeit mag darin liegen, eine geeignete
Modellierung dieser Vorinformation vorzunehmen. Eine mogliche Form der Vorinformation besteht darin,
dass @ auf eine bestimmte Teilmenge des Parameterraums beschrinkt ist.

Satz und Def. (Bayes-Theorem in diskreter Version):
Der Parameter 6 hat eine diskrete a priori-Verteilung 7,(6;) auf der Menge © ={6,,6,,...} .

Die gemeinsame diskrete Dichte von X, X, ..., X, héngt vom zutreffenden Parameter ab; ist es 6;,
so schreiben wir dafur: f(x;, x5, ..., x,[6;)

Die bedingte Verteilung von € unter der Beobachtung x;, x,, ..., x, lautet dann:

_ f(x, x5 ., %, 160;)70(6))
2E Q0 X, s X, 100) - 70 (6)
k

7 (0; | %, x35 ..., %) =P(O0=0;|x, x5, ..., X,)

Diese Verteilung von 7,(6;) nennt man a posteriori-Verteilung.

Bem.: Hat Parameter @ hat eine stetige a priori-Verteilung 7(6) auf der Menge ©
und sind die Daten stetig verteilt mit dem Parameter mit Dichtefunktion f(x, x,, ..., x,|0),

so bestimmt man die Dichte der a posteriori-Verteilung mit einem Integral im Nenner statt der Summe, die
Bayes-Formel lautet dann:

70| x;, Xy, ..., X,)= £(x;, X95 s X, |0) - 70(0)
PO T (X e X, |6) - 70(0)-d6
)

Bew.: Anwendung der Bayes-Formel aus Kapitel 1 liefert das Ergebnis.

Bem.: Dabei bezeichnet f(x;, x,, ..., x, |6,) die Wahrscheinlichkeit, dass die Werte x;, x,, ..., x,, beo-

bachtet werden, wenn 6, der wahre Parameter ist. Die Namen a priori und a posteriori beziehen sich auf die

Verteilung fiir den Parameter 6 vor und nach Einbeziehung der Daten.
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Def.: Der Parameter hat eine diskrete a priori-Verteilung 7,(6;) ;
Xy, X3, ..., X, hatdie diskrete Dichte f(x;, x,, ..., x, |6))
die a posteriori-Verteilung lautet 7,(6; | x;, x5, ..., x,,) .

é(ﬁo):z n}gax {m@0; | x, x35 ..., x,)}
J

heit Bayes-Schdtzung von 6 unter Einbezug der Vorinformation 7,(¢;) und den Daten.

Bem.: Die Bayes-Schitzung ist das Maximum der a posteriori-Verteilung des Parameters. Im stetigen Fall
kann man das Maximum mit Differentialrechnung bestimmen:

é(ﬂ'o)ZZ m;tx {m(@x, x5, ..., X,)}

Bem.: Offenbar geniigt es, den Zahler des Bruchs im Bayes-Theorem zu maximieren, da der Nenner nicht
von € abhéngt.

B 6f: Im Beispiel ,,Pannenhdufigkeit™ sei 8 die unbekannte Wahrscheinlichkeit.

a) Wir nehmen zunichst an, dass fiir 8 jeder Wert aus dem Intervall [0, 1] gleichermallen in Frage
kommt Dies fiihrt auf die a-priori-Verteilungsannahme X ~ S (0, 1) mit der a-priori-Dichte

1 0<6<1
72'0(0): .

0 sonst
Es wird (¥, x,, ..., x,)=(0,0,0,1,0,0, 0, 0, 0, 0) beobachtet. Geméll der Bayes-Formel berechnen
wir den Zahler der a-posteriori-Dichte von &
0'-1-6°1 0<6<1
f(x, xp, ..., xn|6)~7r0(6)={ ( ) .
0 sonst

Durch Differenzieren dieses Ausdrucks sieht man, dass die a-posteriori- Dichte fiir 0 <8< 0,1 streng

monoton wéchst und fiir 0,1 <@ <1 streng monoton fallt, bei 0.1 also ihr globales Maximum annimmt.

Demnach ist bei dieser a-Priori-Verteilung 6=0,1 der Bayes-Schitzer.

b) Wir gehen nun von der Vorinformation aus, dass der wahre Wert von 6 zwischen 15% und 40% liegt
und weiter nichts iiber @ bekannt ist. In diesem Fall ist X ~S (0,15, 0,40) eine sinnvolle a-priori-

Verteilungsannahme. Die a-priori-Dichte lautet nun
4 0,15<60<0,4
7y (0) =
0 sonst

und der Ausdruck 6' -(1—9)9 -4 st fiir 0,15<6<0,4 zu maximieren. Offenbar liegt das Maximum

bei 0,15. Unter dieser Vorinformation ist 0= 0,15 der Bayes-Schitzer.

x| ]
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