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Zusammenfassung: Von Lewis Caroll stammt fol-
gendes Problem:

Drei Punkte werden zufdllig in einer unendlichen
Ebene gewdhlt. Bestimme die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass sie die Ecken eines stumpfwinkligen
Dreiecks sind.

Eine problematische Problemstellung

Das storende Element in obiger Aufgabenstellung
ist die zufdllige Wahl von Punkten in einer unendli-
chen Ebene. Das ist praktisch und konzeptionell
unmoglich. Genau gesagt nahm Caroll an, dass
erstens der Stichprobenraum oder die Ereignismen-
ge dieses statistischen Experimentes unendlich sind
und zweitens die Dichte gleichméBig verteilt sei.
Diese zwei Voraussetzungen fithren jedoch zu Wi-
derspriichen und paradoxen Folgerungen.

Die Dichte einer Verteilungsfunktion — ob diskret
oder stetig, univariat oder bivariat kann nur im end-
lichen Fall gleichmiBig verteilt sein, wenn man das
iibliche Konzept, dass alle Ereignisse gleich wahr-
scheinlich sein sollen, zugrundelegt; dies ist gleich-
bedeutend mit der Aussage, dass Zufallsvariablen
auf einem unendlichen Gebiet nicht gleichférmig
verteilt sein konnen.

Caroll argumentiert in seinem Lodsungsvorschlag
folgendermaBBen: Wir nehmen an, dass die drei
Punkte ein Dreieck bilden; die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass sie auf einer Geraden liegen, sei also
praktisch Null. Nenne die ldngste Seite des Drei-
ecks AB und zeichne iiber der Flache, die das Drei-
eck enthélt, den Halbkreis AFB (s. Figur rechte
Spalte oben). Zeichne dann mit den Mittelpunkten
A bzw. B und den Radien AB bzw. BA, die Kreis-
bogen BDC bzw. AEC, die sich in C schneiden.
Weil AB als langste Seite des Dreiecks erklért wur-
de, ist klar, dass die Spitze des Dreiecks nicht au-
erhalb der Figur ABDCE liegen kann. Genau so,
wenn sie innerhalb des Halbkreises liegt, ist das
Dreieck stumpfwinklig, wenn auBlerhalb dann
spitzwinklig. (Die Chance, dass die Spitze auf dem
Halbkreis liegt ist praktisch Null).

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist dann das Ver-
hiltnis der Fliche des Halbkreises zu der der Figur
ABDCE. Die Fliche von ABCDE ist das Doppelte
der Sektorenfliche ABDC abziiglich der Dreiecks-
fliche. Mit AB = 2a gilt dann fiir die Gesamtfliche:
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Damit gilt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:
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Wenn man die Rechnung zu Ende fiihrt, ergibt sich
ein Wahrscheinlichkeit von etwa 0,6394

Schaut man sich Caroll’s Lésung genauer an, so
stellt man fest, dass er in der Tat die Gleichvertei-
lung ausnutzte, allerdings nur fiir den Fall der inne-
ren Region begrenzt durch ABDCE. Der errechnete
Wert von etwa 0,64 ist die richtige Antwort fiir ein
anderes Problem. Dieses miisste folgendermafen
lauten:

Gegeben seien zwei beliebige Punkte A und B. Ein
Dreieck werde so konstruiert, dass ein Punkt C
zufillig aus einem endlichen Gebiet gewéhlt wird,
sodass AB lidngste Seite dieses Dreiecks ist. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit ergibt sich bei dieser
Auswahl ein stumpfwinkliges Dreieck?
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Zuriick zur Originalproblemstellung, in der drei
Punkte zufillig in einer unendlichen Ebene gewihlt
werden! Der Fehler in der obigen Losung liegt in
der Annahme der Existenz eines solchen Dreiecks
unter der vorgestellten Prozedur. Diese Annahme
wurde nicht hinterfragt.

Ableitung eines Widerspruches

Die Ungiiltigkeit der Carollschen Voraussetzungen
wiirde offensichtlicher werden, wenn eine andere
Losung desselben Problems unter denselben (fal-
schen) Annahmen gewonnen werden konnte und
sich dadurch ein Paradoxon ergébe.

Nach Caroll nehmen wir an, dass die drei Punkte
gewihlt seien und ein Dreieck bilden. Sei AB eine
Seite dieses Dreiecks. Ohne Beschréinkung der All-
gemeinheit konnen wir uns auf die obere Hilfte der
Ebene als Stichprobenraum fiir die zufillige Aus-
wahl des dritten Punktes beschrinken (oberhalb der
Geraden 1, s. untere Abbildung).

Die Zufallswahl des dritten Punktes, C (bis jetzt
noch nicht markiert), ergibt ein stumpfwinkliges
Dreieck, wenn Winkel ACB, Winkel CAB oder
Winkel CBA stumpf sind. Diese drei Ereignisse
sind paarweise unabhingig, sodass wir nur ihre drei
Wabhrscheinlichkeiten zu addieren brauchen, um die
Wahrscheinlichkeit ihrer Vereinigung zu erhalten.
Wir nehmen gleichférmige Verteilung auf der ge-
samten Ebene an. Die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass Winkel ACB stumpf ist, kann vernachléssigt
werden, weil das nur geschehen kann, falls Punkt C
in den Halbkreis mit Durchmesser AB fallt. Das
Gebiet ist jedoch vernachldssigbar gegeniiber den
unendlichen Ereignisraum. Jedoch gilt
P (OCAB > 90°) = %, weil OCAB stumpf ist, wenn
C auf der linken Seite von a liegt. Entsprechend gilt
P (OCBA > 90% =%, weil das die Wahrscheinlich-
keit fiir einen zufillig gewihlten Punkt auf der
rechten Seite von b ist.

Das Ergebnis P(stumpfwinkliges Dreieck) ist /2t
=1 im Widerspruch zum obigen Ergebnis von etwa
0,64

Die Gewinnung voneinander abweichender Ldsun-
gen zu einem Problem der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ist bei geometrischen Wahrscheinlichkei-
ten nicht ungewohnlich und z.B. beim Bertrand-
schen Paradoxon bekannt geworden. Etwas Para-
doxes ergibt sich jedoch nur, wenn die Aufgabe
nicht eindeutig gestellt ist, z.B. wenn man die
zugrundeliegende Art der Zufalligkeit verschieden
auffasst. Im Falle der Carollschen Losung ergeben
sich die widerspriichlichen Ergebnisse aus der
Wahl ,,dreier Zufallspunkte auf einer unendlichen
Ebene*. Dies fiihrt zu verschiedenen Ldsungswe-
gen und den damit verbundenen verschiedenen
Ergebnissen.

Losungsmaoglichkeiten

Was ist nun die Wahrscheinlichkeit fiir ein zufilli-
ges stumpfwinkliges Dreieck? Dazu betrachten wir
statt einer unendlichen Ebene eine gleichformige
Verteilung auf einem sehr groBen nXn-Quadrat.
Wenn man es sich genau {iiberlegt, kann die Ant-
wort auf unsere Frage nicht von der Grofe des Ge-
bietes abhéngen, aus dem die Punkte zufillig ent-
nommen werden; wohl aber von dessen Form, ndm-
lich hier eines Quadrates. Der Wechsel der Seiten-
langen eines Quadrates, kann als der blo3e Wechsel
der Léngeneinheit interpretiert werden. Daher kann
n=1 angenommen werden. Auf der anderen Seite
kann n unbegrenzt wachsen, ohne dass die gesuchte
Wahrscheinlichkeit verdndert wird. Dies kommt
wahrscheinlich Caroll’s Intentionen am néchsten.

Eine analytische Antwort auf unsere Frage ist etwas
schwerer zu finden; wir behelfen uns mit Compu-
ter-Simulationen. (s. aber den letzten Abschnitt)

Ein Dreieck heiflit stumpfwinklig, wenn einer der
Winkel, etwa vy, ein stumpfer Winkel ist. Nach dem
Kosinussatz gilt:

cos () = a+b*+c?/ 2*a*b
wenn v der Winkel gegeniiber der Seite c ist. Fiir

einen Winkel groBer als 90, muss cos (y)<O gelten.

Damit ein schiefwinkliges Dreieck vorliegt, muss
daher eine der vorliegenden Ungleichungen erfiillt
sein:  a?+b’<c?, bP+ct<al, d+al<bi
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Nach diesen Uberlegungen nun zur Losung unseres
Problems mittels Computersimulation. Der Zufalls-
generator wihle zufillig die 6 Zufallszahlen X, X,,
X3, Y1, Y2, Y3 gleichverteilt auf dem Intervall [0,1]
und unabhéngig voneinander. Die drei Punkte (X,
Y1), (X2, Y2), (X5, Y3) sind dann zuféllig gewéhlte
Punkte im Einheitsquadrat. Die drei Seiten des
Dreiecks der drei zufillig gewdhlten Punkte seien
S1, S2, S5,

Nun bilden wir die Zufallsvariable Z folgenderma-
Ben:

Z= 1, wenn S12+ 822 < S32 oder S]2+ S32 < Szz
oder S, S;*<S,2.
Z =0, sonst.

Nach obiger Erklarung gilt Z = 1 dann und nur
dann, wenn unser zufillig erzeugtes Dreieck
stumpfwinklig ist.

Wir fiihrten das Experiment iiber eine Million Male
aus. Der Anteil der erhaltenen schiefwinkligen

Dreiecke betrug 0.7249 mit einem Standardfehler
von 0.00045, also ein wenig groBer als Caroll’s
Wert von 0.6394.

Ahnliche Simulationen (auch etwa 10°-mal) wurden
iiber andere geometrische Flachen als Zufallsraum
durchgefiihrt: Kreise, gleichseitige Dreiecke, sowie
Rechtecke mit einem Seitenverhidltnis Breite zu
Liange 1:k, wobei k zwischen 2 und 20 variierte. (s.
Tabelle 1) Wenn man die GroBle dieser Flachen
unendlich wachsen ldsst, dann erhalten wir drei
beliebig gewiéhlte Punkte in einer unendlichen Ebe-
ne. Die Art der zugrundeliegenden Fliche als Zu-
fallsraum beeinflusst also die gesuchte Wahrschein-
lichkeit, ein schiefwinkliges Dreieck zu erhalten.
Fiir Rechtecke mit einem Verhéltnis von 1:20 zwi-
schen Breite und Lénge ist die Wahrscheinlichkeit
fast 1. In allen diesen Féllen ist also die Wahr-
scheinlichkeit groBer als nach Caroll’s Antwort.

Tabelle 1: Durch Simulationen geschétzte Wahrscheinlichkeiten, ein stumpfwinkliges Dreieck zu

erhalten in Abhéngigkeit von der als Zufallsraum gewihlten Flédche.

Fliiche Geschiitzte Wahrscheinlich- Standardfehler
keit
Kreis 7201 .00045
Quadrat .7249 .00045
Gleichseitiges Dreieck 7484 .00043
Rechteck 1:k

k=2 7987 .00040
k=5 9324 .00025
k=8 .9660 .00018
k=11 .9795 .00014
k=14 9861 .00012
k=17 9899 .00010
k=20 9924 .00009
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Schlussfolgerungen

Unsere didaktische Lektion aus dieser Klasse geo-
metrischer Probleme ist ein gesteigertes Bewusst-
sein, die gegebenen Voraussetzungen genauer zu
analysieren. Mehrdeutige und unverniinftige Vor-
aussetzungen haben schon hiufig zu Schwierigkei-
ten und widersprechenden Ergebnissen bei wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Problemen gefiihrt.
Bei Caroll’s Problem waren z.B. die Voraussetzun-
gen nicht genau aufgefiihrt oder gar nicht erwéhnt.
Was heilit nun ,,zufdllig* genauer? Dieses Problem
wird allgemein bei Portnoy, 1994 diskutiert und am
Beispiel des Carollschen Problems illustriert. Seine
Schlussfolgerung: Zufillig heiit Wahl der gleich-
formigen Verteilung. Da es aber bei Problemen
geometrischer Wahrscheinlichkeiten unter dieser
Voraussetzung keine eindeutigen Antworten oder
Losungen gibt, sind alle gleich gut oder gleich
schlecht.

Ausblick auf analytische Losungen

Wie bereits vorne angedeutet, sind analytische Lo-
sungen nicht einfach zu erhalten und zusétzlich
abhédngig von der gewdhlten endlichen Ausgangs-
fliche. Dies wird auch aus der Tabelle 1 mittels
Simulationen deutlich. Guy (1993) gibt eine Reihe
von Losungen des Problems. Woolhouse (1986)
16ste es mittels gleichformig verteilter Punkte auf
einem Einheitskreis und erhielt:

4 1 9 4 _
Pj—l—(?—é) —é—F—U.TIQTIQ....

Langford (1970) leitet eine Formel ab fiir die
Wabhrscheinlichkeit P(L), dass drei in einem Recht-
eck mit den Seiten 1 und L zufillig gewédhlte Punk-
te ein stumpfwinkliges Dreieck bilden. Mit ,,zufil-
lig* meint der Autor ebenfalls Gleichverteilung und
Unabhéngigkeit jeder der 6 Koordinaten. Die all-
gemeine Formel ist sehr komplex, aber zwei Fille
sind von besonderem Interesse. Fiir den Fall L = 1,
also wenn das Rechteck ein Quadrat ist, erhilt der
Autor P(1) = 97/150 + ©/40 = 0.72520648... Die
von den Autoren durch Simulation fiir diesen Fall
erhaltene Wahrscheinlichkeit von .7249 ist eine
ausgezeichnete Schitzung! Dies gilt auch fiir den
Fall k=2. Denn hier erhédlt der Autor: P(2)=
1199/1200 + 13 n/128 — (3/4)log 2 = 0.79837429...

Um die Problematik bei geometrischen Wahr-
scheinlichkeiten und des dortigen Zufallsbegriff

vollends aufzuzeigen soll nur erwéhnt werden, dass
Portnoy (1994) eine Wahrscheinlichkeit von %
erhilt. Er identifiziert die Menge der Dreiecke in
der Ebene mit dem sechsdimensionalen Raum R®
und geht von  sphidrisch  symmetrischen
WahrscheinlichkeitsmaBen auf R° aus. Portnoy
nimmt an, dass die sechs Koordinaten der drei
Punkte das Ergebnis von je 6 unabhingigen
Normalverteilungen mit Mittelwert 0 und Varianz 1
sind. Fiir dieses kugelsymmetrische Mal} ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass ein zufillig erzeugtes
Dreieck  stumpfwinklig ist, nach Portnoys

Argumentation Y. ) )
Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass die

analytisch erhaltenen Werte sich geringfiigig von
denen unterscheiden, die durch Simulationen ge-
wonnen wurden.
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